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Resumo

7z

A principal finalidade desta dissertacdo € investigar estratégias para a
determinacdo do termo geral de sucessdes sem recurso a formulas de
progressao aritmética e/ou geométrica, promovendo a capacidade do raciocinio
matematico dos alunos em especial o raciocinio algébrico. A fundamentacéo
tedrica centra-se no raciocinio algébrico, onde se caracteriza os seus diferentes
niveis no ensino primério e secundario segundo a perspectiva tedrica de
Ensino e Aprendizagem da Matematica designada de Enfoque Ontossemiético.
Foi realizado um estudo com os alunos de duas turmas (11.2 e 12.2 Classes) de
uma Escola de Formacéo de Professores, baseado na determinacdo de termos
gerais de sucessodes distintas dos casos particulares de sucessdes aritméticas
e/ou sucessbes geométrica. O grupo de alunos, participantes no estudo, foi
constituido por 58 alunos, das duas turmas referidas e com estes aplicou-se
um pré-teste, seguido de uma accdo formativa e, apds esta intervencédo
formativa, aplicou-se um pés-teste. O pré-teste e o pds-teste, tiveram como
objectivo analisar as estratégias utilizadas pelos alunos na determinagcdo do
termo geral de sucessdes, bem como identificar diferencas existentes no nivel
do raciocinio algébrico dos alunos. Os resultados da avaliacao final (pos-teste)
mostram que houve uma diferenca significativa na forma de encarar os termos
de sucessdes por parte dos alunos em relacdo aos resultados observados no
pré-teste. Realizou-se ainda uma entrevista a um grupo de professores que
leccionam na mesma escola, com o objectivo de analisar o ponto de vista dos
mesmos sobre a abordagem do tema sucessfes, que levou a concluir que
nesta escola o enfoque é por vezes a memorizacao curricular, deixando-se de

lado contelidos capazes de estimular o raciocinio matematico.

Palavras-chave: Sucessfes, Termo geral de sucessoes, raciocinio algébrico,

formacao de professores, estratégias pedagogicas, GeoGebra



Résumé

L'objectif principal de cette thése est d'étudier des stratégies permettant de
déterminer le terme général des séquences sans recourir a des formules
arithmétiques et/ou de progression géométrique, favorisant ainsi la capacité de
raisonnement mathématique des étudiants, en particulier le raisonnement
algébrique. La base théorique se concentre sur le raisonnement algébrique, qui
caractérise ses différents niveaux dans I'enseignement primaire et secondaire
selon la perspective théorique de l'enseignement et de l'apprentissage des
mathématiques appelée approche ontosémiotique. Une étude a été réalisée
aupres d'éleves de deux classes (11éme et 12eme années) d'une Ecole de
formation des enseignants, basée sur la détermination de termes généraux de
suites distincts des cas particuliers des suites arithmétiques et/ou des suites
géométriques. Le groupe d'étudiants, participants a I'étude, était composé de
58 étudiants des deux classes mentionnées et avec eux un pré-test a été
appliqué, suivi d'une action de formation et, apres cette intervention de
formation, un post-test a été appliqué. Le pré-test et le post-test visaient a
analyser les stratégies utilisées par les étudiants pour déterminer le terme
général des séquences, ainsi qu'a identifier les différences existantes dans le
niveau de raisonnement algébrique des étudiants. Les résultats de I'évaluation
finale (post test) montrent qu’il y a une différence significative dans la maniére
dont les étudiants percoivent les modalités de succession par rapport aux
résultats observés au pré test. Un entretien a également été réalisé avec un
groupe d'enseignants qui enseignent dans la méme école, dans le but
d'analyser leur point de vue sur l'approche du sujet de la succession, ce qui a
permis de conclure que dans cette école l'accent est mis sur le programme
mémorisation, les contenus capables de stimuler le raisonnement sont laissés

de coté.

Mots-clés : Successions, Terme général des successions, raisonnement

algébrique, formation des enseignants, stratégies pédagogiques, GeoGebra.
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0- INTRODUCAO



0. Introducéao

E nos primeiros anos de escolaridade que os primeiros conceitos cientificos
comecam a ser formados e isso é valido para todas as areas do conhecimento,
sejam elas ligadas a ciéncias exactas ou ndo. A Matemética é a ciéncia que
quando ensinada com insuficiéncias, ela é tida como um enigma e facilmente é
abominada e vista como a grande responsavel pelo insucesso escolar nas
diversas areas de conhecimento. Alarcdo (2001) destaca que um bom
professor tem de ser também um investigador, desenvolvendo uma
investigacdo em intima relacdo com a sua funcdo. A autora justifica esta ideia
nos seguintes termos:

Realmente ndo se pode conceber um professor que ndo se questiona sobre as
razBes subjacentes as suas decisdes educativas, que ndo se questione perante
0 insucesso de alguns alunos, que nédo faca dos seus planos de aulas meras
hipéteses de trabalho a confirmar ou ndo no laboratério que € a sala de aula,
gue nao leia criticamente os manuais ou as propostas didacticas que Ihe sdo
feitas, que ndo se questione sobre as funcdes de escola e sobre se elas estéo
sendo realizadas.

O presente trabalho tem por objectivo propér Estratégias algébricas que
auxiliem na determinacéo de termos gerais de sucessdes que ndo sao PA nem
PG, possibilitando assim o desenvolvimento do nivel do raciocinio algébrico

dos alunos.
0.1- Justificativa de Investigacao

Ao constatar as dificuldades que os alunos apresentam na determinacdo do
termo geral de sucessdes que nao sao Progressdo Aritmética e nem
Geométrica, que sdo 0s casos mais comuns no ensino em Angola, inspirou o
autor a viabilizar este projecto de pesquisa em sucessdes, com énfase na
determinacao do termo geral de sucessbes que ndo sdo PA nem PG.

Além das dificuldades constatadas, que geraram a oportunidade para o
presente trabalho, € necessario que se ofereca ao aluno do ensino secundario
angolano e nao so e ao futuro professor uma base sustentavel de conceitos e

estratégias matematicas, os quais lhes serdo Uteis em diferentes contextos.



Consultados os programas e curriculos de Angola, identificou-se lacunas no
ensino de sucessdes, pois ensina-se apenas formulas para se encontrar o
termo geral das Progressdes Aritmética e/ou Geométrica, criando assim
insuficiéncias bastantes grandes, quando se pretende determinar, por exemplo
o termo geral de sucessdo de numeros triangulares, ou outras sucessfes que
ndo estejam em Progressdo Aritmética nem Geométrica. Com base nestes
pensamentos e com o foco em desenvolver estratégias de auxilio, que venham
facilitar a determinacdo dos termos gerais destas sucessoes, formulou-se o
seguinte tema que servira de foco a investigacdo a desenvolver: Proposta de
Estratégias para a Obtencdo do n - ésimo termo de Sucessdes e a sua
representacao grafica com recurso ao GeoGebra na 11.2 Classe. Um estudo de

caso na Escola de Formacao de Professores.

0.2- Ideia Basica a defender

Para o autor, o ensino e aprendizagem de sucessfes na 11.2 Classe nas
escolas de Formacéo de Professores, ndo deve limitar-se apenas na obtencéo
de termos gerais de sucessdes que estdo em Progressfes Aritméticas e/ou
Geométricas, dando formulas tal como se verifica actualmente, priviligeando a
memorizacdo em detrimento do raciocicio matematico. E preciso que se
aumente o leque de conhecimento, com a obtencéo de termos gerais de outras
sucessfes tais como de numeros poligonais e outras de expressao geral
polinomial, pois no entender do autor, as dificuldades que séo apresentadas na
determinacdo dos termos gerais de sucessdes que ndo sdo Progresséo
Aritmética e/ou Geométrica deve-se ao facto de escola ndo abordar sucessfes

de outro tipo nas suas aulas.
0.3- Problema de Investigacéao

Para Marconi e Lakatos (2003), formular um problema consiste em dizer, de
maneira explicita, clara, compreensivel e operacional, qual a dificuldade com a
qual se defronta e que se pretenda resolver, limitando o seu campo e
apresentando suas caracteristicas.

Na escola de Formacdo de Professores, os assuntos relacionados com a

obtencdo do termo geral de Progressdo Aritmética e/ou Geométrica S&o



tratados e dados de forma habitual, com férmulas que facilitem a obtencéo dos
respectivos termos gerais. Quando a sucessdo é de outro tipo, a abordagem
parte do termo geral para os termos particulares. Factos como estes que
podem estar na base das dificuldades que sdo apresentadas pelos alunos na
obtencdo de termos gerais de sucessdes que nao sdo PA nem PG,
constatados pelo autor.

Assim para uma reflexdo sobre estratégias de obtencdo do termo Geral de
sucessdes que nao sao PA nem PG, na Escola de Formacédo de Professores e
responder questdes acerca do assunto, formulou-se o seguinte problema:

e A falta de orientacbes dificulta a obtencdo de termos gerais de
sucessdes que nado sao PA e/ou PG.

A situacéo levantada, mostra que nédo se tem tido bases suficientes e sélidas,
capazes de assegurar e explorar no momento em que se precise determinar o
termo geral de sucessdes que ndo estejam em progressao Aritmética nem
Geométrica, leva a formular as seguintes questdes de investigacao:

v" Que estratégias se deve ter em conta na determinacéo do termo geral
de sucessdes que nao séao PA nem PG?

v" Qual o nivel de RA demonstrado pelos alunos antes e apds a accao
formativa, envolvendo a determinacdo do n-ésimo termo de uma
sucessao?

v" Que factores concorrem para a existéncia de dificuldades no tratamento

de termos gerais de sucessfes que ndo sejam PA e nem PG?

0.4- Objectivos de Investigacao

O problema acima levantado, leva a reflectir e a tracar estratégias para
responder as dificuldades constatadas, se de facto existem ou foi simplesmente

um caso isolado. Dai que nesta investigagéo se pretende:
0.4.1- Objectivo Geral

v" Propér Estratégias algébricas que auxiliem na determinagcéo de termos

gerais de sucessofes que ndo sédo PA nem PG



0.4.2- Objectivos Especificos

v Criar estratégias de auxilio na determinacdo do termo geral de
sucessoes cuja expressao geral uma funcao polinomial;

v' Avaliar o recurso ao GeoGebra na determinacdo do n-ésimo termo de
sucessoes, conhecidos alguns termos;

v' Analisar as perspectivas dos professores na obten¢éo do termo geral de
sucessodes que ndo sdo PA nem PG e a sua representacao grafica com
recurso ao GeoGebira;

v’ Identifificar os niveis de RA, envolvidos na determinacdo de termos

gerais de sucessoes.

0.5- Hipotese da Investigacédo

Marconi e Lakatos (2003) abordam a hipétese como uma suposta resposta,
provavel e proviséria de um problema, cuja adequacdo sera verificada pela
sustentabilidade da pesquisa. Nesta pesquisa formulou-se a seguinte hipoétese:
Hipdtese: Uma orientacdo metodoldgica que consiste na criacdo de estratégias
que auxilie a obtencdo do termo geral de sucessbes que nado estejam em
Progressédo Aritmética nem Geométrica, podera promover o RA dos alunos na

determinacao de termos gerais de sucessdes

0.5.1- Conceptualizacéo e operacionalizacéo das variaveis

Marconi e Lakatos (2003), destacam duas variaveis (Independente e a

7

dependente). Para os autores, a variavel independente € o antecente e a

dependente é a consequéncia, portanto, tendo em conta os objectivos da

investigacdo, apresenta-se como variaveis:

Variavel Independente: A criacdo de estratégias para a determinacdo de
termos gerais de sucessbes que ndo sao Progressdo Aritmética nem

Geométrica.

Variavel Dependente: desenvolvimento do nivel de raciocinio algébrico dos
alunos e uma aprendizagem significativa e segura na determinacao de termos

gerais de sucessoes.



0.5.2- O Objecto de Investigacao

Varios autores abordam a questdo do objecto de investigacdo, Marconi e
Lakatos (2003), destacam que, descrever o objecto de estudo é definir o que se
pretende investigar. Tendo em conta o problema de investigacdo levantado,
tem-se como objecto de investigacdo: o processo de ensino - aprendizagem de
na 11.2 classe na Escola de Formacéao de Professores do | Ciclo.

0.5.3- Campo de accéao

Marconi e Lakatos (2003), referem que o campo de accdo é uma restricdo do
objecto de estudo, no ambito do processo de ensino —aprendizagem, o
presente trabalho incide na obtencdo do termo geral de sucessdes. Um estudo
de caso na escola de Formacao de Professores do | ciclo.

0.6- Metodologia de estudo

A metodologia € o estudo dos caminhos para se chegar a um determinado fim,
mas também refere-se em como conduzir uma pesquisa. (Marconi & Lakatos,
2003).

A metodologia de pesquisa, compreende uma série de tipos de pesquisas,
guanto a abordagem, natureza, aos objectivos e quanto aos procedimentos.
Este trabalho assenta-se numa abordagem mista. A combinacdo das
abordagens qualitativa e quantitativa, deve-se ao facto de que na abordagem
qualitativa, pretende-se entender, descrever e explicar o porqué das
dificuldades existentes quando o assunto é a determinacao do n - ésimo termo
de sucessbes que ndo sdo Progressdo Aritmética nem Geométrica, ja na
quantitativa pretende-se quantificar a informacéo recolhida e com o uso de
técnicas estatisticas, compara-las e apresentar os resultados em tabelas e
graficos com devidas interpretacées. Quanto aos objectivos tracados, tem-se
uma pesquisa descritiva, baseada num pré - teste aplicado em duas turmas de
uma das Escolas de Formacdo de Professores do | Ciclo, um pds-teste
aplicado ao mesmo grupo apds a intervencdo formativa e uma entrevista
realizada a cinco professores da mesma escola. Quanto aos procedimentos,

utilizou-se a pesquisa bibliogréafica, procurando assim fenbmenos ou respostas



gue ocorrem, para relacionar com outros factores na obtencdo do termo geral

de sucessbes que ndo sdo Progressao Aritmética nem Geomeétrica.

0.6.1-

Métodos empregues na investigacdo e instrumentos de

investigacao

Métodos Empiricos

v

Medicdo: Utilizado para precisar informacbes numéricas sobre o
conhecimento dos alunos;

Observacdao: utilizado no registo de dados que constituiram o objecto de
investigacao;

Recolha e andlise de dados: na recolha de dados, usou-se instrumentos
como:

Pré-teste: utilizado para analisar o estado actual do conhecimento dos
alunos na determinagcdo do termo geral de sucessbes e
consequentemente verificar o seu nivel de RA,;

Pos-teste: Utilizado para analisar o nivel de RA, atingido pelos alunos
depois da experiéncia pedagogica partilhada;

Entrevista: utilizado no didlogo com professores seleccionados, com o
objectivo de analisar o ponto de vista dos mesmos acerca do processo
de ensino e aprendizagem de sucessoes.

Avaliacéao feita pelos especialistas.

Métodos tedricos
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0.7-

Andlise e sintese: tratou-se nos problemas essenciais que relacionam os
conceitos matematicos em geral, e em particular de sucessoes;

O método hipotético — dedutivo: utilizado para comprovar a hipotese
formulada,;

Inducéo: utilizado na analise de casos particulares que serviram para a

generalizacao;

Populacdo e Amostra

Marconi e Lakatos (2003) referem que a populagédo € o conjunto de elementos

gue tém alguma caracteristica em comum que se pretende estudar. As razfes



econOmicas e o tempo disponivel justificam a selec¢cdo de um grupo reduzido
tirado desta populagdo que fardo parte do estudo, a que se denomina por

Amostra.
0.7.1- Populacao

Nesta dissertacdo, tem-se uma Populacdo constituida por dois conjuntos
diferentes, sendo o primeiro, o universo de estudantes do curso de Mat/ Fisica
da Escola de Formacdo de Professores do | ciclo (um total de 4 turmas) e o
segundo, constituido por todos os professores de Matematica da mesma
Escola. A escolha desta escola prendeu-se com a facilidade de acesso do
autor aos alunos deste estabelecimento de ensino e a disponibilidade da
Direccdo da mesma, no sentido de facultar toda a logistica necessaria a

recolha de dados.
0.7.2- Critérios de selec¢do da amostra no grupo dos alunos

Para a seleccao de Amostra no grupo de alunos, usou-se a técnica de
amostragem por julgamento (Nao Probabilistica). Recorreu-se aos alunos da
11.2 classe de Mat/Fisica e alunos da 12.2 Classe de Mat/Fisica. A escolha

destes grupos especificos deveu-se a seguintes aspectos:

% O Tema em causa no programa €é tratado na 11.2 Classe e no |
Trimestre;

% Com a Problematica de Covid-19, os actuais alunos da 12.2 Classe néo
conseguiram tratar a temética Sucessfes no ano lectivo 2021/2022 e é
ano lectivo 2022/2023 que foi abordado o assunto;

« Estes grupos dao ao autor, uma certa garantia no quesito de

informagdes actualizadas que se pretende recolher.

0.7.3- Critério de seleccdo da amostra no grupo dos Professores

Para a seleccdo de Amostra no grupo de professores, usou-se a técnica de
amostragem nao probabilistica (julgamento), onde a intencédo foi entrevistar
professores com pelo menos quatro anos de experiéncia profissional, que

corresponde em pelo menos um ciclo de formagédo secundéria, pois esses



profissionais possuem informacgdes relacionadas com o conhecimento dos

alunos relativos a sucessdes durante pelo menos um ciclo de formagéo.
0.8- Resultados esperados
Com esta dissertacéo, espera-se que:

v' Os professores compreendam a necessidade da abordagem de termos
gerais de sucessdes que nao estejam em Progressao Aritmética e/ou
Geométrica através da divulgacdo do estudo na escola, junto do
colectivo de professores;

v' Desperte os professores a ideia de que é preciso que se ultrapasse as
dificuldades que sao apresentadas pelos alunos na determinagéo de
termos gerais de sucessfes que ndo sao PA e/ou PG;

v" Que ajude os alunos a atingir um nivel de RA mais elevado, em relacao

ao nivel constatado.

0.9- Estrutura da Dissertacao

A presente dissertacdo, esta estruturada em trés capitulos precedidos de uma
introducdo que indica aspectos essenciais abordados no capitulo.

Capitulo I = Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo retrata-se os referenciais teéricos explorados de diferentes
bibliografias referentes ao raciocinio algébrico no ensino secundario e seus
niveis.

Capitulo Il — Proposta de estratégias para a determinacdo do n-ésimo
termo de sucessodes.

Neste capitulo, apresentou-se as estratégias que se pretende propor e a
experiéncia pedagaogica partilhada com alunos para a determinagéo do n-ésimo
termo de sucessfes, analisando os niveis de RA atingidos.

Capitulo Ill- Andlise e discussao dos resultados

Este capitulo, reservou-se no sentido de se analisar os resultados do pré-teste,

poOs-teste, entrevista.



CAPITULO I- FUNDAMENTACAO TEORICA



CAPITULO | - FUNDAMENTACAO TEORICA

1.0- Introducéao
Neste capitulo, faz-se uma abordagem tedrica dos principais conceitos de RA

com a finalidade de apresentar ao leitor, um enquadramento teérico da
proposta apresentada, baseada em estratégias algébricas para a determinacao
do n-ésimo termo de sucessfes bem como o nivel de RA envolvido nesse
processo. Apresenta-se conceitos de raciocinio matemético, raciocinio
algébrico, os niveis do raciocinio algébrico, caracterizacdo do processo de
ensino e aprendizagem de sucessdes na 11.2 classe da escola de formacao de
professores, andlise feita aos normativos (Programas) e por fim os conceitos

bésicos ligados a sucessoes.

1.1- Raciocinio Matematico

Uma das capacidades indispensavel para o desenvolvimento do intelecto
matematico € o raciocinio. Raciocinar significa fazer inferéncias baseadas em
razdes, isto é, fazer inferéncias com fundamentos.

Oliveira (2008) usa a expressao raciocinio matematico para referir um conjunto
de processos mentais complexos através dos quais se obtém novos
conhecimentos a partir dos ja conhecidos ou assumidos (conhecimentos
prévios). Lithner (2008) considera o raciocinio matematico como uma
competéncia basica e estabelece a distincdo entre o raciocinio matematico
criativo e o raciocinio matematico imitativo.

O raciocinio € imitativo quando na resolucdo de um problema se imita um
procedimento de solucdo memorizada.

O raciocinio matematico é criativo, quando provem da criacdo de uma
sequéncia nova e existem argumentos que apoiam a escolha da estratégia com
novidade, plausibilidade e fundamentacdo matematica e 0s seus argumentos
estdo assentes em propriedades matematicas envolvidos no raciocinio. Numa
perspectiva légica, Aliseda (2003) identifica o raciocinio matematico como
inferéncia dedutiva, caracterizada pela certeza e pela existéncia de uma
relacdo necessaria entre premissas e conclusdo e pela irrefutabilidade das
conclusdes.

No processo de ensino - aprendizagem da Matemaética, usa-se o raciocinio

para pensar sobre as propriedades de um determinado objecto matematico e
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desenvolver generalizacbes que se apliqguem a toda classe de objectos,
também é visto como ferramenta para compreender a abstrac¢ao. Por outro
lado. Deste modo, enquanto alguns autores salientam sobretudo os aspectos
l6gicos, outros valorizam mais 0 processo intuitivo, ou seja, como se formula
novas ideias e se chega a conclusoes.

Um dos objectivos gerais de ensino de Matemética para futuros professores do
| Ciclo em Angola, é desenvolver a capacidade de traduzir a linguagem comum
em linguagem algébrica, para comunicar ideias. (Instituto Nacional de
Investigagdo e Desenvolvimento de Educagédo [INIDE], 2013). Numa
perspectiva global do contexto actual angolano, o ensino da Matemética para
futuros professores do | ciclo, deve acompanhar-se de conhecimentos técnicos,
cientificos e metodolégicos de forma a desenvolver um pensamento racional,
indutivo e dedutivo (p.4).

Pereira e Ponte (2011) apresentam um quadro para o estudo do raciocinio
matematico dos alunos, que destaca a generalizacdo e a justificacdo de tudo
que se pode obter e/ou determinar, e por sua vez, estabelecem uma
articulacdo entre estes processos com a formulacdo e teste de conjecturas.
Consideram que o raciocinio matematico se apoia nas representacbes e
articula-se com processos de representacées e significados.

Lannin et al. (2011), consideram que raciocinar em Matematica é um processo
evolutivo que envolve conjecturar, generalizar, investigar porqué, desenvolver e
avaliar argumentos. Estes autores estabelecem um modelo do processo de
raciocinio matematico que relaciona de forma interactiva a conjectura e
generalizacdo, a compreensdo do porqué e a justificacdo ou refutacdo, de

acordo com a figura 1 abaixo:

| Conjeturar e generalizar l

— T~

| Investigar porqué | -— | Justificar e refutar |

Figura 1: Modelo interactivo do processo de raciocinio matematico.
Lannin et al. (2011, p.11)

Os aspectos indicados na figura 1, sao divididos pelos autores em

compreensodes essenciais que os alunos devem possuir de modo a poderem

12



exercer o raciocinio. Para os autores, o primeiro aspecto abrange a conjectura
e a generalizagédo. Onde:

v' Conjecturar inclui o raciocinio sobre relagbes com o intuito de
estabelecer afirmacbes que se procuram que sejam verdadeiras,
embora ndo se saiba se tal acontece;

v' Generalizar envolve a procura de aspectos comuns entre casos ou a
extensado do raciocinio para la do dominio inicial.

No segundo aspecto, o0 raciocinio leva a pesquisa de varios factores que
podem explicar porque é que a generalizacao é verdadeira ou falsa.

v E verdadeira no caso de ser satisfeita por todos sem excepgao;

v E falsa caso ndo satisfaca em pelo menos um dos aspectos
particulares.

Ja no terceiro, envolve a justificacao ou refutacéo, os autores assinalam que:

v A justificacdo se refere a um argumento logico baseado em ideias
previamente compreendidas;

v' A refutacdo envolve demonstrar a falsidade de pelo menos um caso
particular.

Como se pode verificar, a importancia que o raciocinio matematico representa
para a aprendizagem da Matematica, centrou suas atenc¢des na inducdo e
deducdo enquanto tipos de raciocinio e na representacdo, justificacdo e

demonstracao, enquanto processos do raciocinio matematico.

1.2- Raciocinio Indutivo e dedutivo

O Ministério de Educacdo de Angola orienta que, o raciocinio matematico
apareca como capacidade transversal em todas as classes de formacdo de
Professores (INIDE, 2013).
Pereira e Ponte (2011) no seu trabalho intitulado raciocinio matematico no
contexto algébrico, identificam quatro tipos de raciocinio:

v Inducdo;

v' Deducao;

v' Abducao;

v' Transformacao.
Dos quatro tipos tratados pelos autores, nesta dissertacdo destacou-se apenas

dois (Inducéo e Deducéo), as suas semelhancas e diferencgas, constituem um



ponto de partida para a compreensdo do que caracteriza o raciocinio
matematico e 0S seus processos.

Segundo Pdlya (1954), citado por Pereira e Ponte (2011), os processos de
inducao iniciam-se muitas vezes através da observacdo, sendo a partir desta
que se desenvolvem conjecturas que devem necessariamente ser testadas.
Este autor refere ainda outros processos relevantes no raciocinio indutivo e que
ocorrem frequentemente durante a resolucdo de problemas matematicos,
nomeadamente a generalizacéo, a especializacédo e a analogia. Oliveira (2002),
sublinha igualmente a estreita relagéo entre analogia e inducéo salientando que
quem induz, fa-lo por analogia. Por outro lado, o mesmo autor refere que é
através do raciocinio indutivo que se desenvolvem conjecturas que podem ser
posteriormente verificadas. Neste sentido, o raciocinio indutivo € heuristico, é
desenvolvido do particular para o geral, sem uma conclusdo necessaria e com
um papel de criagcdo de conhecimento.

Por outro lado, o raciocinio dedutivo € caracteristico estudo matematico de
niveis de escolaridade mais avancados, onde ocupa um lugar fundamental. E
um raciocinio formal, relacionado com as demonstracées e a légica. Ponte et
al. (2008) referem que raciocinar envolve sobretudo encadear assercdes de

forma logica e justificar esse encadeamento.

1.3- As Dimensdes de Algebra e o significado de variaveis

Para Silva (2011), em 4&lgebra as variaveis podem apresentar-se com
significados diferentes, dependendo da dimensao que se trata:

1- Algebra como generalizac&o da Aritmética (Dimens&o Aritmética)
Aqui a algebra tem por objectivo tornar comuns as situacfes, com o auxilio de
uso de propriedades em que ela estabelece uma afirmacdo. Por exemplo, na
propriedade associativa de adicdo no caso 4+ (3+6)=(4+3)+6, logo
4+9=7+6
13 =13
Nesta situagéo, como a propriedade da adigédo é aplicavel para todo e qualquer
namero real, a algebra aparece no sentido de obter uma generalizagédo de tais
nameros através de simbolos da seguinte forma: x + (y + z) = (x +y) + z, para
quaisquer x,y,z € R

2- Algebra no estudo de grandezas (Dimens&o funcional)
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E nestas condi¢cdes que a algebra assume realmente o seu papel. As letras
podem apresentar variagbes no seu papel, podem apresentar-se como
variaveis independentes ou dependentes. Como consequéncia, as letras nao
assumem aqui um valor fixo, por isso devem ser chamadas de variaveis num
conjunto bem definido. Nesta dimensao, as letras apresentam uma relacédo de
dependéncia entre si, ndo assumem um valor especifico. Por exemplo, na
funcdo real y = f(x) =x— 1, a letra x pode tomar qualquer valor real e que
resulte num novo valor real para o y.

3- Algebra no estudo de um valor desconhecido (Dimens&o de Equacdes)
E aqui que a letra assume uma posicdo de incognita, é o caso de equacdes
onde se procura encontrar o valor desconhecido através de diversas técnicas
ou principios de equivaléncias estudados, para tornar a relagdo numa
proposicdo verdadeira. Temos como exemplo na resolucdo de equacédo
x —4 = 6, adicionar ambos 0os membros da igualdade por 4, resultaria em
x—4+4=6+4; x=10. Isto quer dizer que a letra deve tomar apenas 10,
como unico valor real, de modo a tornar a relacdo dada em uma proposicéo
verdadeira. Nestas circunstancias a letra deve ser chamada de incognita.

4- Algebra no estudo de estruturas matematicas (Dimenséo estrutural)
Pode ser vista como uma aritmética representada por letras, que podem ser
manipuladas seguindo as propriedades estudadas, mas que ndo tem por
finalidade encontrar valores desconhecidos, mas sim servem para demonstrar
propriedades e simplificar expressdes. Brasil (1998), em parametros
curriculares, destaca que existe um certo consenso de que para garantir 0
desenvolvimento do raciocinio algébrico, o aluno deve estar necessariamente
engajado em actividades que relacionem as diferentes concepcées da Algebra.
A figura 2, mostra como o autor simplifica as diferentes interpretacées da

Algebra, formando assim dimensées da algebra.
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Algebra no ensino fundamental

Dimensdes Aritmética Funcional E 3 Estrutural
da Algebra Generalizada unciona quagies strutura
Latras coma ?I;!?itérlffzigoprg?a Letras como
Usodes | genersizaces | | “avSPe® | | Levascomo | | “imen
aritmético relagoes e abstrato
fungbes
Contedados Propriedades lilélllcéu_lo
(conceitos d:g;gﬁ;ig?zg Variagio de Resolugio Dﬁtgﬁ ?ﬁje
& proce- 9 de padrﬁ%{; grandezas de equacgbes expregasﬁes
dimentos
) aritméticos equivalentes

Figura 2: Dimensdes da algebra
Fonte: Brasil (1998), p.116
O autor sugere que a algebra no ensino fundamental seja abordada nas suas
quatro dimensdes, onde na dimensdo aritmética generalizada, as letras
substituem numeros para generalizar. Na dimensdo funcional, as letras
assumem uma relacdo de dependéncia entre si. Na dimensdo de equacdes, a
letra aparece como incognita que se procura de forma a tornar a condicdo
numa proposi¢cao verdadeira. Ja na dimensao estrutural, a letra aparece como

simbolos abstractos.

1.4- Definicdo de Padrdes

O termo padrdo na lingua portuguesa, estd associado a regularidades,
remetendo o primeiro para a unidade de base que eventualmente se repete, de
forma constante, ou obedecendo uma lei de transformacdo. A Matematica usa
este termo para mostrar a relacdo que se estabelece entre os diversos
objectos, o0 que € comum entre eles ou o0 que os liga.

Em Angola, o conceito padrao comeca a ser explorado ja no ensino primario e
vai até a 11.2 Classe, mas que na opinido do autor, € preciso que se explore
mais em diferentes objectos, tanto em padrdes figurativas ou mesmo
numéricos para a generalizacéo.

A exploragdo de padroes é fundamental para o desenvolvimento das
capacidades de raciocinio algébrico.
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Neste sentido, é essencial incentivar os alunos a descrever por palavras suas,
um padrao e justificar de que forma o continuam ou constroem, a fim de
desenvolver a comunicacdo matematica.
Ponte (2009) defende que o estudo dos padrdes e regularidades, devidamente
perspectivado, enriquece o curriculo da Matematica. Assim o uso de padrdes
no ensino da Matematica promove uma aprendizagem significativa e leva o
aluno a envolver-se mais com a sua aprendizagem em termos de raciocinio.
O autor refere ainda que o processo de investigacao abrange trés fases:

v Procura de padrdes — extrac¢do da informacao relevante;

v" Reconhecimento do padrao — descricdo do mesmo através de métodos

diferentes a analise dos aspectos matematicos;
v' Generalizacdo do padrao — interpretacdo e aplicacdo do que se

descobriu a diferentes elementos.

1.4.1- Generalizacdo algébrica e generalizacao aritmética de padrdes
no estudo de sucessodes

A generalizacdo de padrdes pode ser vista como uma das formas mais
importantes no tratamento de sucessdes nas escolas, tal como refere (Rivera &
Becker, 2009). Entre outros aspectos, possibilita o estabelecimento de
processos necessarios para o desenvolvimento do raciocinio algébrico, ou seja
generalizacdo de padroes em sucessdes sugere especificar pelo menos dois
tipos de generalizacdo: algébrica e aritmética.

Segundo Radford (2013), a generalizacao algébrica de padrdes em sequéncias

implica:

% Identificar uma semelhanca ou caracteristica em comum, observada em
todos os termos conhecidos na sequéncia;

% A generalizacdo da regra observada e que € comum para todos o0s
termos da sequéncia em consideracdo. Quer dizer que considerando a
sequéncia: uj;u,;us;us;us .. a caracteristica observada para o
surgimento do segundo termo, deve ser a mesma para o terceiro termo,
para o quarto termo e assim sucessivamente;

% A capacidade de usar essa caracteristica comum para derivar uma

expressao directa que permita obter qualquer termo da sequéncia, isto
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€, 0 termo que € a generalizacdo da sequéncia, deve ser capaz de
satisfazer todos os termos da sucessao.

Termos de Determinagao Descoberta das
Sucessao sensivel )  Caracteristicas em
— comum
aq; Ay; Az}

Aplicagéo a termos

de ordem

Dedugéo da férmula K—> , , K<—> Abducéao analitica
Ant+1; An2; -

Figura 3: Estrutura da Generalizacdo algébrica de sequéncias
Fonte: Radford (2013. 0.7)

A estrutura apresentada acima, mostra a generalizacdo algébrica de uma
sucessdo, onde a existéncia de alguns termos particulares é de capital
importancia para a generalizacdo, observar as caracteristicas particulares dos
termos da sucessédo e concluir as caracteristicas comuns. Feito este processo,
pode-se deduzir uma formula a partir das caracteristicas observadas e que séo
comuns. A formula deduzida deve satisfazer também os termos de ordem n +
1, n+ 2 assim sucessivamente. Por outro lado o autor indica que é preciso
fazer uma abducdo analitica que é a légica de uma verdade procurada
verificando se a generalizac&o obtida é uma verdade ou uma falsidade.

Generalizar o que é comum a todos os termos de uma sucesséo, é obter o que
em virtude do qual os termos se mantém unidos, em outras palavras, a
generalizacd@o algébrica de um modelo se baseia em perceber o que € comum
e 0 que deve ser generalizada para todos os termos da sequéncia ou que serve
de comando na construgdo de expressdes que possibilitam a obtencédo de
todos os termos da sequéncia sem excepcdo, mesmo aqueles que
permanecem fora do campo perceptivo. De acordo com No processo de
generalizacdo de padrbes, € possivel identificar casos de producdes
matematicas que ndo apresentam as caracteristicas da definicdo de
generalizagdo de padrbes algébricos tal como referimos acima. Nesse caso,
ainda ndo se entrou no reino da algebra, continua-se com as operacdes no

reino da aritmética.
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Tal como se observou na sequéncia abaixo, cujos elementos sao figuras:

U ) CCCCoCcCCa

AVARRRVAVERRVAVAVY
Embora a generalizacéo possa ser verificada e observada em algumas figuras,
isso pode nao justificar o uso de tais informacdes para fornecer uma expressao
analitica capaz de calcular qualquer termo da sequéncia, ou seja, quando a
abducéo é simplesmente usada para passar de um termo para outro (Como € o
caso da sequéncia acima, quando se refere ao facto de que, o padrdo consiste
em juntar um hexagono a figura anterior, eliminando a aresta em comum).
Nesse sentido, estamos diante de uma generalizacdo aritmética, pois a
informacdo é usada apenas para a obtencdo do termo procedente. Mas é
possivel obter uma expressao analitica capaz de indicar o nimero de arestas
de qualquer figura da sequéncia. Assim estaria perante uma generalizagéo

algébrica, pois ter-se a uma relagéo do tipo u, = 4n + 2, vn € N.

1.5- Raciocinio algébrico segundo uma abordagem ontossemidética

1.5.1- A abordagem ontossemiotica

A ontossemibtica, provem da aglutinacdo das palavras Onto de ontologia e
semidtica de semiologia. Esta abordagem consiste hum marco tedrico que
pretende articular diferentes pontos de vistas e nocdes tedricas sobre o
conhecimento matematico, seu ensino e aprendizagem. Além disso, também, é
um sistema teérico para a investigacdo em educacdo matemética, cujos
conceitos deste sistema tedrico se podem utilizar como ferramentas para
identificar e classificar os conhecimentos requeridos para o ensino da
Matematica e para analisar os conhecimentos postos em jogo pelo professor
(Godino, 2009).

Portanto encara também a Matematica como um sistema logicamente
organizado que tem a sua propria linguagem simbdlica e se baseia na
resolucdo em colaboragédo de problemas (Font et al., 2013). A ontossemiotica
define amplamente os objectos matematicos como qualquer entidade que
emerge da pratica matematica, para uma melhor compreenséo, da forma como
0S objectos matematicos existem. Vergel (2015) refere que a ontossemidtica

examina esses objectos a partir de 5 facetas duplas (Pessoais/institucionais,
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Ostensivos/ndo  ostensivos, Extensivo/intensivo, unitarios/sistémicos e
expressao/conteudo). Destas facetas interessa este trabalho a dupla faceta
extensivo/intensivo. Extensivo é um caso particular e intensivo é de uma forma
mais geral. As praticas algébricas de abstraccdo e generalizacdo estao
intimamente relacionadas com esta faceta. A generalizacdo é um processo de
gerar um objecto intensivo. Nos padrdes relacionados com figuras, o processo
de abstraccdo pode apoiar a generalizacdo, identificando semelhancas e
caracteristicas nos objectos extensivos dados ou conhecidos. (Montiel et al.,
2009).

Font et al. (2010) apresentam um conjunto de noc¢des tedricas que compdem o
enfoque ontossemidtica classificadas em cinco grupos, cada um dos quais
permite analisar aspectos complementares do processo de ensino e
aprendizagem da Matemética: sistema de prética; configurac6es de objectos e
processos; configuracao didactica; dimensao normativa; e idoneidade didactica

[ Idoneidade (adequacéao) Didatica J /\

Dimensao Normativa

Figura 4: Organizacdo em niveis de andlise do Enfoque ontossemidtica
Fonte: (Font et al., 2010, p.12)

Os autores, consideram que 0s quatro primeiros niveis sao ferramentas para
uma didactica descritiva e explicativa, enquanto o quinto, que € a idoneidade
didactica, se baseia nos quatro niveis iniciais. A idoneidade didactica de um
processo de ensino e aprendizagem € 0 grau em que este processo ou parte
dele, relne certas caracteristicas que permitem qualifica-lo como adequado
para conseguir a adaptacao entre os significados pessoais alcangados pelos
alunos (aprendizagem) e os significados institucionais pretendidos (ensino),
tendo em conta as circunstancias e recursos disponiveis (Breda, et al., 2018).

Nogueira e Neto (2017) identificam seis dimensdes de critérios de idoneidade:
epistémica (grau de representatividade dos significados institucionais

implementados em relacdo ao de referéncia), cognitiva (aprecia se os alunos
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possuem conhecimentos prévios necessarios para o estudo), interacional
(identifica como os modos de interaccdo ocorridos no processo permitem
identificar e resolver conflitos de significados), mediacional (verificar se séo
usados materiais necessarios que potenciem a introducdo e apropriacdo de
diferentes objectos e processos matematicos), emocional (considerar o
interesse das tarefas propostas aos alunos) e ecoldgica. (Analisar se o0s
significados implementados vao de acordo as orientacdes curriculares).
O raciocinio algébrico tem sido um assunto bastante relevante para o ensino da
Matematica, muitos investigadores interessaram-se no assunto € mostram a
sua importancia para os niveis primario e secundario. Entre varios autores
destaca-se Aké (2013), Godino et al., (2015).
Groenwald e Becher (2010), referem que o raciocinio algébrico consiste em um
conjunto de habilidades cognitivas que contemplam a representacao
generalizada para a resolucdo de problemas, efectuar operacBes e andlises
matematicas de situacfes tendo como referéncias, ideias basicas e conceitos
algébricos.
O raciocinio algébrico envolve a representacdo, generalizacédo e formalizagédo
de padrdes e regularidades em qualquer aspecto da Matemética. Para Godino
et al. (2014) na medida em que RA se desenvolve, progride - se na utilizacéo
da linguagem e do simbolismo necessarios para apoiar e comunicar o
pensamento algébrico, em especialmente em equacdes e fungdes.
Silva (2011) define o raciocinio algébrico como o que promove:

» Estabelecimento de relacoes;
Utilizacao de diferentes notacdes para uma mesma situacao - problema;
Estabelecimento de regularidades;

Algum processo de generalizacao;

YV V VYV V

Compreensédo de propriedades matematicas importantes como, por
exemplo, a comutatividade na adicdo, agrupamento, classificacdo,
ordenacéo etc.

Saraiva e Teixeira, (2009), referem ainda que o raciocinio algébrico envolve:
e A capacidade de calculo;

e A capacidade de trabalhar com estruturas matematicas usando 0s
simbolos algébricos na resolucdo de problema;

e A capacidade de generalizar.
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O exercicio abaixo, € um exemplo tipico de tarefas de sucessdes, que podem
auxiliar no desenvolvimento do raciocinio algébrico dos alunos em sala de
aulas.

Na sequéncia de figuras, encontre um padrdo que possibilite a obtencéo da

proxima figura.

Nesta sequéncia, o aluno deve usar o raciocinio até perceber o padrdo. Deve
verificar que a sequéncia comeca com um triangulo, depois surge rectangulo,
circulo, rectangulo, triangulo, rectangulo, circulo, ... ou seja o rectangulo esta
sempre presente antes da repeticdo da sequéncia, permitindo deste modo, dar
continuidade a ela indefinidamente (ou até onde se pretender).

O papel do professor neste sentido, deve sentar-se na promocéo de ambientes
de aprendizagem adequados para o desenvolvimento do raciocinio algébrico
(que nado se desenvolve sozinho ou com memorizacao de formulas) é preciso
gque se crie processos que levam o aluno a usar raciocinio, através de
problematizacbes, que estimulem a curiosidade, e fazer descobertas,
inspirando-o0s a querer saber mais e mais. Para desencadear esse ambiente, a
intencionalidade didactica é factor fundamental. Vejamos alguns exemplos de
perguntas a partir do exemplo de sequéncia com as figuras geométricas
apresentado e que podem ajudar o aluno no raciocinio:

e Qual é a figura que esta desenhada na quinta posicdo? Qual vem em

seguida?

e« Qual sera a figura que devemos desenhar na 10.2 posicdo? Como

descobriram? O que fizeram para dizer que € essa e nao a outra?

e Sera que é possivel descobrir a figura que esta na 21.2 posi¢cao?
Promover processos que ajudem no desenvolvimento do raciocinio, requer
tempo. Tempo este € necessario para que os alunos dialoguem entre si e com
o professor, facam perguntas, encontrem possiveis respostas, errem e
retomem suas ideias. Enfim, exige uma planificacdo detalhada e intencional
gue apoie e explicite o trabalho a ser desenvolvido em sala de aula e,
principalmente, a aprendizagem esperada a partir da proposta encaminhada.

Nestes casos, os alunos poderdo responder as primeiras perguntas tendo
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utilizado a contagem ao mesmo tempo em que relaciona a figura na posicao.
Ao ser solicitado que identifique qual a figura estara na 21.2 posicdo, depois da
descoberta do padréo, é possivel responder além de desenhar todas as figuras
até 21.2 posicao, pode também optar por recorrer ao raciocinio, observando o
padrdo na sequéncia. A regularidade presente na sequéncia esta na repeticdo
de trés figuras na ordem (triangulo, rectangulo, e circulo), mas antes da
repeticdo aparece um rectangulo. Com esta regularidade, obter a figura na 21.2
posicdo sem que se precise desenhar uma a uma, € associar a ideia de
multiplo, ou seja, quantas vezes o padrdo se repete até chegar na vigésima
primeira posicdo? O padrao completo (triangulo, rectangulo, circulo, rectangulo)
se repete 5 vezes, e o triangulo é a figura que estara na 21.2 posicao.

Uma outra situacdo pode ser o caso de sequéncia numérica do tipo
1,2,3,5,8,13,21, ... onde para se determinar 0os termos a seguir, é preciso que o
aluno seja capaz de estabelecer uma relagédo entre os termos da sequéncia,
verificar que os dois primeiros termos da sequéncia sao 1 e 2, o terceiro termo
€ a soma do segundo com o primeiro, o quarto termo é a soma do terceiro com
0 segundo, o quinto termo é a soma do quarto com o terceiro e assim
sucessivamente. Os termos desta sequéncia podem ser obtidos tendo o aluno
o desenvolvimento do raciocinio algébrico, com conhecimentos de processo de
recorréncia na obtencdo de mais termos de algumas sucessfes. Neste caso
seria:

uy =1, u, =2
{unj-Z = Uy iun+1; vn €N,
Mas, para o aluno chegar a estas descobertas, € preciso que se faca trabalhos
exaustivos no sentido de ajudar-lhe em desenvolver o seu raciocinio algébrico.
E importante destacar que com os exemplos apresentados, a marca que se
pretende deixar ndo esta nas actividades em si, mas o processo que foi
desenvolvido em sala de aulas, que deve consistir em observar padrdes,
analisar regularidades e generalizacdo. Estas sdo accles essenciais para
promover o desenvolvimento do raciocinio algébrico em qualquer nivel de
ensino.
Aké (2013) indica que a abordagem ontossemidtica permite caracterizar a
Algebra em termos de tipos de objectos e processos envolvidos na pratica

matematica. Assim, a actividade algébrica ocorre quando uma pessoa lida com
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a solucdo de certo tipo de problemas ou tarefas, realizando diversas
operacoes.
A autora considera trés expressdes que podem ser utilizadas em perspectivas
diferentes, mas que representam o mesmo objecto que é a Algebra escolar que
parte da abordagem transdisciplinar:

v Perspectiva epistémica: raciocinio algébrico;

v Perspectiva semidtica: sentido algébrico;

v Perspectiva psicologica: pensamento algébrico.

PERSPECTIVA
SEMIOTICA

TN

Sentido
Algébrico Elementar
/ r_\
PERSPECTIVA /  ALGEBRA \ PERSPECTIVA

EPISTEMOLOGICA PSICOLOGICA

ESCOLAR
Pensamento
Algébrico Elementar

Raciocinio
Algébrico Elementar <: - ,\>

Figura 5:Enfoque transdisciplinar da Algebra escolar
Fonte: (Aké, 2013, p.100)

Essas trés expressdes estdo em torno da Algebra dependentemente da
perspectiva e do momento que é tratado. Na perspectiva semiotica, na algebra
surgem simbolos em representacdo de numeros, enquanto na perspectiva
epistemoldgica é quando a Algebra é relacionada com a vida e na perspectiva

psicolégica, quando é utilizado para medir a mente dos alunos.

1.5.2- Vertentes fundamentais do Raciocinio algébrico

Ponte et al. (2008), enquadram o raciocinio algébrico em trés vertentes

fundamentais, cujas informacgdes estéo resumidas na tabela 1

Tabela 1: Vertentes fundamentais do Raciocinio algébrico

-Ler, compreender, escrever e operar com simbolos usando as

convencgdes algébricas usuais;

-Traduzir informacdo representada simbolicamente para outras

formas de representacdo (por objetos, verbal, numérica, tabelas,

Representar - .
graficos) e vice-versa,;

-Evidenciar sentido de simbolo, nomeadamente interpretando os

diferentes sentidos no mesmo simbolo em diferentes contextos.

24



Raciocinar

-Relacionar (em particular, analisar propriedades);
-Generalizar e agir sobre essas generalizacbes revelando
compreensdao das regras;

-Deduzir.

Resolver problemas e

modelar situacdes

-Usar expressoes algébricas, equacdes, inequacdes, sistemas (de
equagles e de inequagdes), funcdes e graficos na interpretacéo e
resolucdo de problemas matematicos e de outros dominios

(modelacgéo).

Fonte: Ponte et al. (2008, p.11)

Observa-se aqui um exemplo tipico das vertentes do raciocinio algébrico, na

pesquisa realizada por Canavarro, relacionados com a generalizacdo em

sucessdes onde alunos resolveram uma situagcdo denominada por quantos

telefonemas?

Cinco alunos ganharam um concurso. Quando souberam da noticia,

telefonaram uns aos outros a felicitarem-se. Descobre quantas

chamadas tiveram que fazer os cinco amigos para se felicitarem todos
entre si... E se fossem seis amigos, quantas chamadas fariam? E se

fossem sete amigos, quantas chamadas fariam? Consegues descobrir

alguma regra para qualquer numero de amigos? (Canavarro, 2007, p.

82).

Este problema foi proposto e resolvido pelos alunos em grupo. Ao fazer

analise, a autora comeca por dizer que os alunos estavam de facto a resolver

uma situacdo problema cuja resposta era desconhecida e no fim houve a

socializacdo das estratégias utilizadas por eles para se encontrar a resposta

apresentada. Um dos grupos:

Optou por recorrer a cores diferentes para distinguir as chamadas
realizadas. Em cada caso, desenhou os amigos alinhados, e ligou-os
entre si com arcos de cores diferentes, respeitando sempre a mesma
ordem [...]. Fez partir do primeiro menino (mais a esquerda) o maior

namero de arcos possiveis, representando todas as chamadas
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telefonicas em que esse menino participou; passou ao segundo menino
e desenhou em cor diferente os arcos dirigidos aos meninos
representados a sua direita, e assim sucessivamente. O registo do
namero de chamadas foi, em cada caso, feito também de forma
sistematica, através da adicdo ordenada dos numeros de chamadas
(correspondendo a contagem dos arcos). Ao apresentarem a sua
resolucao, explicaram: Se desenhou os meninos. Desenhamos de cores
diferentes as chamadas que cada um fez. Somamos as chamadas
realizadas. E descobrimos uma regra... aumenta-se sempre o nadmero
de meninos menos um (Canavarro, 2007, p. 84).

Depois da explicacdo dada pelos grupos, a professora propds a construcao de
uma tabela para relacionar a quantidade de amigos e a quantidade de
telefonemas e questionou para as quantidades néo referidas no problema. A
Professora insistiu continuando a discussdo e o0s estudantes chegaram a
concluir que existe uma regra para descobrir o nUmero de chamadas feitas por
um qualquer nimero de estudantes, basta para isso juntar todos 0os numeros
partindo do nimero um até chegarmos ao numero anterior ao numero de
alunos (Canavarro, 2007).

Diante da resolucéao feita por todos os grupos, a pesquisadora observou que o0s
alunos:

Identificaram a estrutura Matematica da situacdo em andlise;
Estabeleceram relacdes numéricas entre as duas variaveis em causa;
Generalizaram uma regra para a determinacdo de qualquer termo da
sequéncia, em linguagem natural, justificando-a. Expressaram a
generalizacdo de duas formas distintas, por recorréncia e através do
termo geral (Canavarro, 2007, p. 86).

Para Canavarro (2007), foram producfes sofisticadas do ponto de vista do

raciocinio matematico, estas sdo capacidades que o ensino da Matematica
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deve proporcionar em qualquer nivel do ensino no sentido de poder auxiliar no
desenvolvimento da capacidade analitica dos alunos.

Para generalizar é preciso decorrer certas etapas do RA, pois € necessario
compreender o padrdo de forma generalizada. Para o efeito, o uso de
raciocinio algébrico € de fundamental importancia. Rojano (2002) destaca

quatro etapas do raciocinio algébrico no processo de generalizagao:

v' Construcdo mental de regra geradora dos termos de um tema de
matematica;

v Escrita da regra em linguagem corrente;

\

Traducdo da regra em simbologia algébrica;

v" Manipulacéo da generalizacao.

1.5.3- Os niveis do raciocinio algébrico

O trabalho realizado pelos investigadores Godino et al. (2015) propde um
modelo para caracterizar o raciocinio algébrico para o ensino primério e
secundario, onde se distingue um total de sete niveis de raciocinio algébrico,
sendo trés para o ensino primario e quatro para o secundario, dependendo dos
objectos a utilizar e processos que podem intervir na actividade matematica.
Para os autores, a definicdo de niveis de raciocinio algébrico esta baseada em

distincdes de natureza ontossemiotica:

» Presenca de objectos algébricos intensivos (ou seja, entidades de
caracter geral ou indeterminado);
» Transformacdes (operacfes) aplicadas a esses objectos, as quais séo
baseadas na aplicacdo de propriedades estruturais;
» Tipo de linguagem utilizada.
Os tipos de objectos e processos algébricos podem ser expressos em
diferentes linguagens, preferencialmente alfanuméricas nos niveis mais
elevados de algebra. Mas os alunos nos niveis inferiores de ensino podem
também utilizar outros meios de expressdo para representar objectos e

processos algébricos, de preferéncia linguagens algébricas.
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Os alunos podem também utilizar outros meios de expressao para representar
objectos e processos algébricos, em particular a linguagem corrente, gréafica,
tabular e mesmo gestual (Radford, 2010).

Traz-se aqui a distincdo de certas caracteristicas existentes na pratica para a
resolucdo de tarefas matematicas, que podem ser abordadas tanto nas escolas
primarias, ou secundérias. Estas caracteristicas permitem definir diferentes

niveis de RA, tal como consta no trabalho Suharman (2018)

v Nivel zero de RA (auséncia de raciocinio algébrico)

Este € o nivel onde o raciocinio algébrico é praticamente inexistente, pois as
tarefas que sdo tratadas ndo incluem caracteristicas algébricas nas suas
respostas. Aqui sdo realizadas apenas operacdes com objectos intensivos
(particulares), expressos através de linguagens naturais, linguagens numéricas,
icOnicas ou gestuais. Podem estar envolvidos simbolos que remetem para um
valor desconhecido, mas este valor é obtido como resultado de operacdes
sobre objectos particulares. Nas tarefas de generalizacdo, o simples
reconhecimento da regra recursiva que relaciona um termo com o seguinte, em
casos particulares, ndo é indicativo de generalizacao.

Exemplo: Calcular o termo em falta: 150 - 30 =__

Trata-se portanto de uma actividade puramente aritmética, o termo em falta é
obtido pelo algoritmo de subtraccdo, onde o sinal de igualdade exprime o

resultado da operacédo e nada mais.
v Nivel um de RA (Inicial)

As tarefas neste nivel, sdo aquelas cujas respostas requerem apenas
conhecimentos das propriedades de estruturas algébricas num conjunto
numerico definido. A igualdade é usada como equivaléncia de expressodes e
intervém objectos intensivos cuja generalidade recorre a uma linguagem
natural, numérica, simbdlica, podendo recorrer a imagens. Em tarefas
estruturais, podem aparecer dados desconhecidos, expressos em forma de
simbolos, e serem aplicadas relacdes e propriedades de operac¢des. Em tarefas
funcionais, recorre-se ao calculo com objectos extensivos.

Exemplo: Determine o valor em falta, preenchendo o espacgo vazio
5+11=11+___
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Na resolucdo desta tarefa, é possivel ndo envolver qualquer operacdo, usar
apenas o conhecimento que se tem da propriedade comutativa da adicdo em N
da seguinte forma: 5 + 11 = 11 + 5. Logo, o valor em falta é 5.

v Nivel dois de RA (Intermédio)
As tarefas deste nivel, envolvem indeterminacdes ou variaveis expressas em
linguagem simbdlico - literal para se referir intensivos reconhecidos, embora
ligadas a informacdo do contexto espacial ou temporal. Para referir os
intensivos reconhecidos, embora ligados a informacdo do contexto espéacio-
temporal. Nas tarefas estruturais, as equacdes sdo da forma Ax + B = C, com
A,B,C€eR.
Nas tarefas funcionais, a generalidade € reconhecida, mas as variaveis nao
sdo operadas para obter formas canodnicas de formas canodnicas de
expressoes.
Exemplo: Uma caixa magica dobra o numero de moedas que se coloca nela,
mas depois de usada, deve-se pagar 4 moedas. O Joao tentou e colocou as
suas moedas na caixa e elas efectivamente dobraram. Ele pagou 4 moedas e
tentou novamente. Eles voltaram a dobrar, mas ao pagar as 4 moedas, ele
ficou sem dinheiro. Quantas moedas teve o Jodo no comec¢o? (Adaptado de
Godino et al., 2014, p.12).
Esta tarefa pode ser interpretada de maneiras seguintes:
1.2 Por tentativa: o Jodo ndo deveria comecgar com apenas uma moeda, pois ao
dobrar teria apenas duas moedas o que seria impossivel pagar quatro moedas.
Pode-se supor que o Jodo comecgou o jogo com duas moedas, ao dobrar teria
quatro moedas pagaria quatro e ja ndo teria moeda para voltar a introduzir na
caixa. Agora supondo que comecou com 3 moedas, ao dobrar teria 6 moedas,
pagaria 4 e sobrava com 2. Ao voltar a introduzir, receberia quatro e pagava
quatro.
Resolvendo desta maneira, ndo envolveria qualquer nivel de RA, resolveu-se
com valores particulares das variaveis que a tarefa envolve e usou-se
operacdes aritméticas;
2.2 Como é desconhecido o valor inicial que o Joao tinha, entdo supde-se que
ele comecga com n, ao dobrar teria 2n, pagaria 4 e restava com 2n — 4. Voltou a
jogar e a caixa voltou a dobrar e ficou com 2(2n — 4) e ao pagar 4, ficou sem

moedas, isto é, 2(2n — 4) — 4 = 0. Dai tem-se:
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4n—-8—-4=0, Entdo n=3. Nesta forma de resolver, o valor que era
desconhecido, obteve-se por meio de uma equagdo do tipo:an+b =c,
portanto € de nivel 2 pelas caracteristicas apresentadas.

v Nivel trés do RA (consolidacao)
Neste nivel, as solucdes apresentadas sdo obtidas por meio de incognitas e
variaveis com o uso das propriedades estruturais. As tarefas, envolvem
indeterminacdes ou variaveis expressas em linguagem simbdlica - literal para
se referir os intensivos reconhecidos, embora ligadas a informagédo do contexto
espacial. Nas tarefas estruturais, as equacdes sao da forma AX + B = CX + D,
com AB,C,D € R e a formulacdo simbdlica e descontextualizada de regras
canonicas de funcbes e padroes.
Exemplo: Um aluno fez a seguinte conjectura: “Adiciono trés niumeros naturais
consecutivos. Se eu dividir o resultado por trés, obtenho sempre o segundo
numero”. Esta afirmagao € valida para todos os numeros naturais? Justifique?
(Adaptado de Suharman, 2018, p.61)
Esta tarefa pode resolver-se de maneiras diferentes, envolvendo diferentes
niveis do RA, mas pretende-se aqui dar uma resolucdo que esteja enquadrada
com o nivel 3.
Solucdo: Considere a expressdo n como O primeiro, entdo 0s outros dois
nameros sdéon+1, n+ 2
Entéo pode-se escrever 0s humeros consecutivos como: n,n+ 1,n + 2

n+(m+1)+m+2)=3n+3=3(n+ 1) ao dividir o nimero por 3

3(n+1) P

ficaria, = n + 1 que na verdade € a expressdo representativa do

segundo numero natural, logo afirma-se que a conjectura é correcta e valida
para todos 0s numeros naturais.

Nesta solucdo, a representacdo de um numero natural por uma letra que pode
tomar qualquer numero natural como valor, envolvendo tradug&o de linguagem
natural para linguagem literal simbolica, transformagédo de expressdes
algébricas (variavel n como inscrigdo sintactica). Esta solucdo é considerada de
nivel 3 do RA pelo facto de envolver simbolo algébrico que é o caso de n,
realizar operagdo algébrica (neste caso é em forma geral), e envolvimento da
Algebra estrutura do tipoAn + B = Cn + D, com A,B,C,D € R

v Nivel quatro do RA (utilizacdo de parametros).
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Este é considerado como o primeiro nivel para 0 ensino secundario, portanto
aqui o conhecimento de pardmetros e coeficientes de variaveis, torna-se
essencial e de capital importancia para a resolucao de tarefas, mas nédo ha aqui
operacbes com parametro. Sendo assim, as actividades matematicas que
envolvem o nivel 4 sdo, por exemplo, o estudo de uma familia de fungbes ou
equacdes tendo em conta 0s seus parametros.

Exemplo: Considere a familia de funcdes definida pela expressédo y = Px?,
onde a é um parametro real diferente de zero. Para que valores de P, a funcéo

tem a concavidade voltada para baixo. (Adaptado do Suharman, 2018, p.62)

Figura 6: Grafico de algumas fun¢des da familia de Funcfes quadratica

Fonte: Adaptado pelo préprio autor
Pode-se notar na representacdo grafica acima, o sentido da concavidade
depende do valor a ser atribuido ao parametro P, isto é para P>0, a
concavidade voltada para cima, para P < 0, a concavidade voltada para baixo.
No que mostra que o sentido da concavidade, depende do sinal do parametro
P. em suma, esta actividade requer a interpretacdo do papel do parametro P
para identificar propriedades da familia de funcdes, mas néo requer célculos
com o parametro para produzir outros objectos ou relacionamentos. Por isso
considera-se do Nivel 4.
v Nivel cinco do RA (tratamento de parametros).

Suharman, (2018), trata este como 0 mais elevado do RA e que esta ligado a
actividade matematica de implementar e executar calculos analiticos,
envolvendo um ou mais parametros, juntamente com outras variaveis. As
operacbes com parametros e 0 estabelecimento de relacbes entre eles
implicam um nivel mais elevado de complexidade semiética, dado que os
objectos intervenientes e emergentes desses sistemas de praticas colocam em
jogo os objetos algébricos do nivel anterior (familia de equacfes, familia de

funcdes).
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Assim, as respostas enquadradas neste nivel apresentam a operacionalidade
entre parametros.
v Nivel seis do RA (Nivel Complexo)

Este é considerado como um nivel de elevado complexidade. Envolve o estudo
de estruturas algébricas onde se encontra definicbes e propriedades
estruturais. E neste nivel que se comecga com o estudo e vectores (Operacoes).
Estes niveis que foram abordados néo sdo atribuidos em tarefas em si, mas as
actividades matematicas que sédo realizadas. Em funcédo da forma como uma
tarefa € resolvida, a actividade matematica pode ser classificada num certo
nivel. Nao se trata, portanto, de niveis exclusivamente matematicos (centrados
na tarefa), mas sim da forma como a actividade matematica é realizada.

A tabela 2 abaixo, resume a distincdo dos sete niveis do RA no ensino primario

e Secundario, segundo Godino et al. (2015).

Tabela 2: Os niveis do RA para o ensino primario e Secundario.

Nivel 0 (Raciocinio algébrico elementar para o ensino basico)

- Ndo envolve objectos intensivos;

. -Nas tarefas estruturais podem envolver-se dados desconhecidos.
Objectos

Transformacdes Opera-se com objectos extensivos.

-Natural, numérica, iconica, gestual;

Linguagem . . .
guag -Podendo envolver simbolos que se referem aos objectos extensivos

ou dados desconhecidos.

Nivel 1 (Raciocinio algébrico elementar para o ensino basico)

-Nas tarefas estruturais pode envolver -se dados desconhecidos;

. -Nas tarefas funcionais reconhecem-se os intensivos.
Objectos

-Nas tarefas estruturais aplicam-se relacdes e propriedades das

- operacoes;
Transformacdes perac

-Nas tarefas funcionais opera-se com objectos intensivos

Natural, numérica, iconica gestual; podendo envolver simbolos que
Linguagem

referem aos objetos intensivos conhecidos

Nivel 2 (Raciocinio algébrico elementar para o ensino basico)

Objectos Envolve objectos indeterminados ou variaveis

- Nas tarefas estruturadas as equacgdes sao da forma Ax + b = C, com
A B,CeER

Transformacdes - Nas tarefas funcionais a generalidade é reconhecida mas nédo se
opera com variaveis para obter a forma canénica de expressfes

algébricas.

Simbdlica - literal, usada para referir os intensivos reconhecidos,
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Linguagem

ligados as informacdes do contexto espacial e temporal usadas para
se referir a intensivos reconhecidos, embora ligada a informacao

espacial, temporal e contextual.

Nivel 3 (Raciocinio algébrico elementar para o ensino basico)

Objectos

Envolve objectos indeterminados ou variaveis

Transformagdes

- Nas tarefas estruturadas, as equacdes séo da forma:
Ax+B=CxxD;comAB,CDEeER

-Opera-se com objectos indeterminados ou variaveis

Linguagem

Simbdlica - literal, os simbolos sdo usados analiticamente, sem

referéncias as informacgdes do contexto

Nivel 4 (Raciocinio algébrico para o ensino secundario)

Objectos

Variaveis, incégnitas e parametros; Familias de equagdes e funcdes

(Objectos intensivos com um maior grau de generalidade)

Transformactes

Ocorrem operagdes com variaveis, mas ndo com parametros.

Linguagem

Simbdlica - literal; os simbolos sdo usados analiticamente, sem referir

a informacdes contextuais

Nivel 5 (Raciocinio algébrico para o ensino secundério)

Objectos

-Variaveis, incégnitas e parametros;
- Familias de equacdes e fungdes (Objectos intensivos com um maior

grau de generalidade)

Transformacdes

Existem operacdes com os parametros e, portanto, com objetos com

um maior grau de generalidade

Linguagem

Simbodlica - literal; simbolos sdo usados analiticamente, sem referir a

informacdes contextuais.

Nivel 6 (Raciocinio algébrico para o ensino secundario)

Objectos

Estruturas algébricas; envolve objectos abstractos (espagos

vectoriais, grupos, anéis, ...)
Relacdes binarias Gerais e as suas propriedades (Objectos intensivo

com quarto grau de generalidade)

Transformacdes

Existem operacfes com objetos abstractos que formam partes das

estruturas algébricas

Linguagem

Simbodlico - literal; os simbolos sdo usados analiticamente sem referir

a informacdes contextuais ou nao.

Fonte: Godino et al. (2015)

Os niveis de RA que sdo desenvolvidos nas actividades matematicas podem

ajudar na tomada de consciéncias sobre o processo de generalizagdes,

simbdlicos bem como na modelagéo estrutural, funcional e célculo analitico e

permitem a criacdo de ligacdo significativa entre o raciocinio algébrico nos
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niveis de ensino e o conhecimento Didactico Matematico do Professor, pode
ajudar de tal maneira na identificacdo das caracteristicas de praticas
matematicas que podem aumentar gradualmente os niveis do RA dos alunos.
Analisando os exemplos dados acima referentes ao RA e pelo estado actual
dos alunos, fica patente que para existir desenvolvimento do RA tanto no
ensino primario como secundério, é imprescindivel que a organizacdo do
trabalho pedagdgico seja intencional. Isto é, deve existir clareza na escolha das
actividades, a mediacdo do professor, o levantamento de hipdteses e a

sistematizacdo de conhecimentos produzidos na sala.

1.6- Analise do Programa de Matematica da 11.2 Classe das escolas de
Formacgéo de Professores em Angola

A Algebra se constituiu ao longo do tempo como a linguagem da Matematica,
e se por um lado, passou a ser um tema considerado como requisito basico
na formacdo de um estudante e cidaddo, Por outro, tornou-se, um meio de
exclusao social, devido as dificuldades que muitos alunos tém em trabalhar,
principalmente com o simbolismo algébrico.
Etimologicamente, a palavra curriculo, tem a sua proveniéncia do verbo latino
“currere”, transporta a ideia de caminho ou trajectéria, itinerario, vivéncias e
remete-se para as noc¢les de sequencialidade e de totalidade (Pacheco &
Pereira, 2007).
A formacéo de professores constitui um processo que implica uma reflexdo
permanente sobre a natureza e os objectivos a serem alcan¢ados, sobre como
se encara o ensino e o significado de ser professor num determinado contexto.
Gungula e Faustino (2018), mostram que apesar dos investimentos feitos pelo
Governo, o ensino de Formacao de Professores do | ciclo em Angola, ainda
apresenta-se com muitas fragilidades em relacdo a seriedade que se pretende
da pratica educativa, e esta fragilidade apresenta-se principalmente na
caréncia de professores especializados e qualificados, a questdo das infra-
estruturas para o ensino se mostrarem instaveis e a falta de laboratorio
apetrechados. Considera-se ainda que é dada pouca importancia a preparagao
dos alunos para o exercicio da docéncia, as turmas S&80 numerosas,
dificultando deste modo a tarefa docéncia. No ambito das pesquisas feitas a
respeito do curriculo de Matematica para as escolas de Formacao de
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Professores do | ciclo em Angola, a algebra é ensinada do comeco ao término
do ciclo e o ensino de sucessfes, deveria assentar-se no trabalho com o
raciocinio dos alunos na identificacdo de padrdes e na obtencdo de termos
gerais.
Ao comecar o estudo da Algebra, o professor deve compreender e encara-la
como uma aritmética generalizada de forma a traduzir as propriedades
aritméticas das duas principais operacdes basicas em propriedades algébricas,
para que os alunos consigam compreender com mais rapidez e eficacia todas
as concepcoes da algebra.
O facto do ciclo completo do ensino secundario, constar contetdos algébricos,
leva a acreditar que os alunos deveriam possuir um raciocinio algébrico
bastante apurado. Mas a Algebra é uma linguagem da Matemética que utiliza
simbolos (varidveis e incognitas), as operacdes e as propriedades da aritmética
para expressar generalizagdes. A presenca da Algebra no ensino secundario é
atil para o desenvolvimento do pensamento racional, ou seja, pretende-se que
através de situacoes matematicas os estudantes possam identificar padroes,
analisar regularidades, fazer generalizagdes, enfim.
Segundo Van de Walle (2009), para se formar generalizacbes deve-se partir de
experiéncias com numeros e operagbes (Aritmética) que permitam aos
estudantes identificar padrbes e regularidades em sequéncias de numeros ou
figuras, em processos de célculos mentais ou formais e compreendam que
padrbes e regularidades envolvendo nimeros e operagdes sdo conhecimentos
estruturantes para as propriedades dos numeros e das operacbes. O autor
acrescenta e reforca que longe de ser um tépico de pouco uso no mundo real,
0 raciocinio algébrico permeia toda a Matematica e € essencial para torna-la
atil na vida quotidiana.
Nos anos iniciais do ensino secundario, o desenvolvimento do raciocinio
algébrico requer que se trate de modo intencional essa forma particular de
raciocinar, questionando aos alunos a partir da observacédo, da identificacao
de padrdes que se repetem de forma organizada, da analise de regularidade
e realizacdo de generalizacbes. A generalizacdo assume um papel central no
desenvolvimento do raciocinio algébrico. Da uma afirmacdo que descreve
uma verdade geral sobre um conjunto de dados. Isto é, os alunos precisam

vivenciar situacfes que envolvam a analise do que € comum entre essas
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situacgOes, identificarem a existéncia ou ndo de uma regularidade ou entre
seus procedimentos.
A Algebra actualmente tem como caracteristica, possuir como seu foco o
estudo de relacdes matematicas abstractas, incluindo formulas, equacdes e
inequacodes, estudando também, conjuntos numeéricos e ndo numéricos, além
da resolucé@o de problemas com as quatro operacdes basicas, presentes em
diferentes ambientes.
Lins e Gimenez (1997), citados por Groenwald e Becher (2010) entendem que
a actividade algébrica € caracterizada pela resolucdo de problemas de
Algebra, independentemente de serem contextualizados ou n&o. Consideram
também que toda actividade algébrica possui quatro caracteristicas:

% Conteudos;

% Notacéo;

% Accdao do raciocinio;

%+ Campo conceitual.

Para esses autores a actividade algébrica resulta da accdo do pensamento
formal, assim o pensamento formal algébrico.
Verifica-se que a Algebra nas escolas de Formacdo de Formacido de
Professores esta sendo muito pouco explorado, pois servem basicamente no
ensino de memorizacao de férmulas e de procedimentos sem que se apresente
uma relagdo 6ébvia com outros conhecimentos ajudando assim os alunos no
desenvolvimento do intelecto.
Lourenco et al., (2014) identifica competéncias matematicas que as escolas
devem desenvolver nos alunos das quais destaca-se: a predisposicdo e
aptiddo para raciocinar algebricamente, a procura de regularidades, ensaiar
estratégias alternativas de resolucdo de problemas, formular generalizagGes,
fazer e testar conjecturas, pensar de maneira légica, despertar 0 gosto e a
confianga pessoal para desenvolver actividades intelectuais que envolvam
raciocinio matematico.
Em Angola, € da competéncia exclusiva do Estado a elaboragédo do programa,
cabendo-lhe a definicdo das normas gerais de Educacdo, nomeadamente nos
seus aspectos pedagogicos técnicos de apoio e de fiscalizagdo do seu
cumprimento. Assim, o programa € definido como um documento do Estado e

de cumprimento obrigatério e nele estdo contidos os objectivos, a descricdo
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detalhada dos conteudos a tratar. Queria e Barros (2020) definem o programa
da disciplina como o documento que permite organizar e detalhar o processo
pedagogico. Orienta o professor no que se refere ao conteddo que se deve
transmitir e como ele deve desenvolver as actividades para o alcance dos
objectivos (p.68)
Para INIDE (2013), Angola pretende formar professores que possuam
conhecimentos técnicos, cientificos e metodologicos de forma a desenvolver o
pensamento racional, indutivo e dedutivo.
O tema sequéncias nas Escolas de Formacdo de Professores de Angola, é
tratado na décima primeira classe. Segundo (Ponte et al., 2008), esses
conhecimentos deveriam ter como principal objectivo contribuir para o
desenvolvimento do raciocinio algébrico dos alunos. Para estes autores, 0s
conceitos fundamentais e aspectos da aprendizagem das sequéncias e
regularidades dividem-se em:

v' Sequéncias pictéricas;

v' Sequéncias numéricas.
Na analise de uma sequéncia pictorica identifica-se as regularidades e
descreve-se caracteristicas locais e globais das figuras que a compdem ou
ainda também da sequéncia numérica que |Ihe esta directamente associada. O
trabalho com sequéncias pictoricas e com sequéncias numeéricas finitas ou
infinitas (estas Ultimas chamadas sucessfes) envolve a procura de
regularidades e o estabelecimento de generalizagbes. Em Angola, os
programas de Matematica das escolas de Formacdo de Professores, o
conceito sucessdao nao é totalmente novo para 0s alunos, pois no primeiro
ciclo, trata-se deste conceito, apesar de ser dado com menor profundidade. No
primeiro ciclo sdo observados padrbes e regularidades de apenas numeros de
uma forma essencialmente empirica. Ja nas escolas secundarias, a sequéncia
pictdrica ndo € tratada, limitando-se simplesmente em sequéncias numéricas,
mas também com bastantes limitagcbes. Um dos objectivos gerais da 11.2
Classe nas Escolas de Formacao de Professores em Angola, é de traduzir a
linguagem comum em linguagem algébrica, para comunicar ideias. Por isso &
preciso que se trabalhe muito bem o desenvolvimento do raciocinio dos alunos
para que os mesmos possam desenvolver como se recomenda. No programa

da 11.2 Classe, encontra-se na Unidade IV, o tema Sucessdes. Aplicacbes de
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M-

N em R com subtemas. A tabela abaixo, mostra com mais detalhes como

abordado a unidade

Tabela 3: Conteldos relativos ao tema Sucessoes.
Subtema Objectivo Especifico

4.1- Definicdo de uma Sucessdo. Termo de uma | -Definir sucesséo;

Sucessao -ldentificar termos da sucessao

4.2- Sucessao numérica como caso particular de | -Definir sucesséo numérica

funcéo
4.2.1- Sucessdo recorrente -Determinar termos de sucesséo
recorrente
4.2.2- Sucessdes monotonas e Finitas -Definir sucessdes monotonas;
-Definir sucessdes finitas.
-Definir PA;
-Determinar o termo geral da PA,;
-Determinar a Soma dos n primeiros
Progressao Aritmética termos da PA;
-Estabelecer a relagdo entre dois
termos da PA.
-Definir PG;
Progresséo geométrica -Determinar o termo geral da PG;

-Determinar a Soma dos n primeiros
termos da PG;
-Estabelecer a relacdo entre dois

termos da PG.

Fonte: INIDE (2013)
Como se pode verificar no programa curricular de Matematica disponibilizado

pelo Ministério de Educacao, o estudo de sucessdes nas Escolas de Formacao
de Professores, baseia-se na obtencédo e na utilizacdo de férmulas de termos
gerais, da soma dos n primeiros termos e na relacdo existente entre dois
termos de progressdes Aritméticas e/ou Geométricas, 0 que no nosso entender
nao ajuda muito no desenvolvimento do RA dos alunos para determinar o
termo geral de outras sucessdes e consequentemente ndo ajuda muito na
capacidade analitica como orienta 0 Ministério de Educacédo. O sistema de
tarefas aqui é feito descobrindo de que sucessdo se trata (Progressao
Aritmética ou Geométrica) para de seguida aplicar a respectiva formula. E claro

que este sistema de tarefas ndo ajuda muito para quem pretende trabalhar o
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desenvolvimento do raciocinio, mas leva os alunos na memorizacdo de
férmulas sem no entanto que se garanta um desenvolvimento do raciocinio
algébrico, e consequentemente o desenvolvimento do pensamento racional tal

como orienta o Ministério.

1.7- Conceitos matematicos fundamentais envolvidos nas sucessodes

Uma Sucesséo real € uma funcado real de variavel natural, isto €, uma funcéo
que tem como dominio o conjunto dos numeros naturais (N) e imagens
nimeros reais. As imagens chamam-se termos da sucessdo. O objecto de
cada termo chama-se ordem desse termo. Como € um numero natural, é
habitual designa-lo pela letra n.

Seja u, a sucesséo tal que u, = f(n), onde f é uma fungcdo numérica. Se n é
definido no dominio de f, entdo o termo geral também o é. Dai a razdo pela
qual se esta a designar a sucesséo de funcao, pois f(n) neste caso sera uma

restricdo da func¢ao polinomial.

L8 T T (] T Lo
o = = o wa ™
ra = oy . -\.\IL\'\'I.'I
;oo -
- T B T
- | s
= [ z
L -
b & — - J_,-"
", ' H—  aa
"-\-\.__\ /J.-' .'“'\-.\_\_ "~ .
.- e

Figura 7: Relacdo de correspondéncia entre dois conjuntos
Fonte: Proprio Autor

Uma sucessao € normalmente designada por letras mindsculas e a ordem de
qualquer termo é representada em indice. Seja a sucessao a:N —» R , entdo
temos: f(1) = uy f(2) =u, f3)=uz; . . . f(n)=u,
Podemos assim dizer que os termos da sucessao sao:

Uq; Uy; Usz; Uy ... Uy Upy4q; - ONde:

u;: € 0 primeiro termo;

u,: € 0 segundo termo;

u, : € o termo de ordem n ou termo geral da sucessao.
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Formas de definir uma sucessao

Uma sucesséao pode ser definida pelo seu termo geral ou por um processo de
recorréncia.

e Sucessao definida pelo termo geral
E dada uma expresséo algébrica, a partir da qual, todos os termos da sucessio
podem ser obtidos. Por exemplo, a sucesséo dada pelo termo geral a, = 3n — 4,
pode ser obtido qualquer termo da sucessao, basta substituir a variavel n pela
ordem pretendida.

e Sucessoes definidas por recorréncia
Os demais termos da sucessao sdo obtidos a partir dos primeiros termos ja
conhecidos. Por exemplo, a sucessdo 1;2;3;5;8;13;21;34;.. Pode ser
definida por recorréncia da forma seguinte:

u = 1
U, =2
Uptz = Upyp Hag; VD EN

Esta sequéncia é a famosa sequéncia de Fibonacci, que foi abordada com

mais detalhes em [1.8]

Termos gerais de algumas sucessdes importantes

Destaca-se os termos gerais de algumas sucessOes que sdo consideradas
como fundamental e de base para o aprendizado
v' Sucessao dos numeros naturais: 1; 2;3;4;5;6;7; ...n, Vn € N
v' Sucessao dos numeros pares: 2; 4;6;8;10;12;14; ...2n, Vn € N
v' Sucessao dos numeros impares: 1;3;5;7;9;11;13; ...2n—1,Vn €N
v/ Sucessao constante (é a sucessdo cujos termos sdo todos iguais):
5;5;5;5, ...; 5, ...5,u, =5,VvneN
v' Sucessao quase constante: € a sucessao cujos termos, a partir de uma
certa ordem sao todos iguais tal como:
1;3:5;7;9;3:3:3;3;3;3; ...3; ...3.

Esta sucesséo é definida por ramos da seguinte forma:

n={Zn—lparanSS vn € N

3 paran > 5’
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Gréafico de Sucessoes

O grafico de uma sucesséao €é constituido pelo conjunto de pontos isolados, de
coordenadas (n;a,) com n € N. Como o dominio é constituido pelos naturais,
podemos entdo afirmar que uma sucessdo é a restricdo da funcéo real de

variavel real ao conjunto dos naturais. Por exemplo a sucessdo dos numeros

. . , . n(n+1) ,
triangulares cujo termo geral é dado pela expresséao o vn €N é uma
o " x(x+1) .
restricdo da funcéo real f(x) = , Vx €R, tal como mostra a figura 8
abaixo:
\\ / N . ¢

Figura 8: Diferenca entre uma funcao real de variavel real e a sua restricdo em
natural
Fonte: Adaptado pelo préprio autor

1.8- Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci € a sequéncia numérica proposta pelo matematico
Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci. Esta sequéncia é dada por:
1;1;2;3;5;8;13;21; 34;55;89; ...

Foi a partir de um problema criado por Leonardo de Pisa que se observou a
existéncia de uma regularidade matematica. Problema este que é o exemplo do
classico dos coelhos onde o Leonardo de Pisa descreve o crescimento de uma
populacdo desses animais. O padrdo para a obtencéo de todos os termos da
sequéncia é o seguinte. Comeca pelo 1, os termos seguintes sdo obtidos pela
soma dos dois termos precedentes. No caso do segundo termo, é repetido 1,
pois tem apenas um termo que o antecede, isto €é:

F,=F,=1

Fs=F,+F, =1+1=2

F,=F3+F,=2+1=3
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Fs=F,+F;,=3+2=5
Fe=Fs+F,=5+3=8
F,=Fs+Fs =8+5=13
Fg=F, +Fs=13+8=21

Esta sequéncia € definida por recorréncia pela expressao algébrica

{Fl = FZ =1
F,=F,_;+F,_,; Vn>3

ou ainda {

F,=F,=1
Foyp = Fyi1 +Fy; VNEN

A verdade é que esta sequéncia pode ser percebida na natureza. E s6

observar as folhas das arvores, as pétalas das rosas, os frutos como o

abacaxi, etc., Num girassol, por exemplo, as sementes formam espirais que

estdo organizados como sequéncias de numeros de Fibonacci.

Figura 9: Girassol e o Espiral das suas sementes
Fonte: Manual do aluno, disciplina de Matematica, 11.° ano de Escolaridade,

Timor-Leste (p.11)

Tabela 4: Numeros de pétalas de algumas flores

Espécie de flor (presente em

n® de

pétalas

Espécie de flor (presente em

Angola

n.°

de

pétalas

13

é§~ Eo —

>

Flor de maracuja

Fonte: Imagens fotograficas: Algumas flores e plantas existentes em Angola




1.9- Progressao Aritmética

Progresséo Aritmética é toda sequéncia de numeros reais em que a diferenca
entre um termo qualquer (a partir do segundo) e o termo que o0 antecede &
sempre uma constante, (lezzi et al., 2007, pp.133-138). Essa constante é
chamada de razdo da PA e € usualmente representada pela letra r.
Dependendo do sinal da razdo, a Progressdo Aritmética € uma sequéncia

mondtona e pode classificar-se em:

% Crescente:r>0, (uy <uy; <uz <u < <u, <uUyyq..), Vn € N

% Decrescente:r <0 (uy >u; >uz >uy >+ >U; > Uyyq..), YNEN

% Constante:r=0(u; =uy =uz3 =uy =--u, =Uy41), YN €N
Pode-se verificar ainda que com uma quantidade impar de termos, o termo
médio pode ser determinado pela média aritmética entre o primeiro termo e o
altimo termo.
De acordo com a definicdo da Progressdo Aritmética, € possivel obter o seu
termo geral, conhecendo apenas o primeiro termo e a razdo. Que pode ser
deduzida da forma seguinte:
Seja dada u; e r o primeiro termo e a razéo da PA, respectivamente, entdo pela
definicdo, tem-se
uy=u +(1—-Dr
u =u+2-r
uz =u; + @B —Dr
uy =u+#“—-Dr

u, =y +(m—1r,VvneN

Relacao entre dois termos da PA

Dois termos quaisquer de uma Progressao Aritmética (de ordem p e k) estdo
fortemente relacionados pela expressao:

u, =ug+ (p—Kr,Vk,p€eN

Demonstracéo:

Sejam dois termos quaisquer de ordem p e k de uma PA de razéo r, isto é:

u=uy+(pP-r,VvpeN (1)
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u =uy +(k—-r,vke N (2)
Subtraindo membro a membro, tem-se:
U —u=u+(pP-—Dr—u —(k—Dr
u, =ug +(p—Kr,vk,p €N

A soma dos n primeiros termos de uma PA

Suponha que se pretende somar todos os termos de uma progressao
aritmética, portanto partindo do principio de que a soma de dois quaisquer
termos equidistantes de uma PA € igual, obtém-se a expressao

uq+u
S, =%><n,VneN.
Demonstracéo:

Seja dada PA de termos uy, u,, uz, Uy, Us, Ug, ..., Uy_1, Uy,

Seja S,,, a soma dos n primeiros termos desta sequéncia, entao:

Sh =uy +u,+ug+ uy+us +ug+ o+ u, g+ ou, (1).

Tendo em conta a propriedade comutativa de adicdo, pode-se escrever esta
soma, comecando pelo dltimo termo, ou seja:

Sp =u, +u,;++u+ us+u,+us;+u, + u; (2).

Somando membro a membro (1) e (2), tem — se:

25, = (ul + un) + (uz + un—l) + (u3 + un—Z) + (u4 + un—3) + -

Como a soma de dois termos quaisquer equidistantes de uma PA é uma
constante, entdo esta soma poderia estar escrita da forma:

2S, = (g +u)+(uy+u)+ @ +uy)+ @ +uy)+-+ (ug +uy)
2S, =n(uy +u,)

n(ui+uy)

S, =
2

1.10- Numeros poligonais

Pitagoras tinha por habito atribuir propriedades geométricas aos numeros
naturais e isso deu origem no surgimento de sequéncia de nameros figurativos,
gue sao numeros naturais provenientes da contagem de pontos fazendo certos
arranjos geomeétricos (Rooney, 2012). Algumas quantidades de pontos, pedras,
sementes ou outros objectos podem ser arrumadas sob forma de poligonos

regulares.

44



Numeros Triangulares

Sao numeros figurativos que podem ser representados por fileiras de pontos,
formando triangulo equilatero da seguinte maneira: na primeira fila um ponto,
na segunda fila dois pontos, na terceira fila trés pontos e assim
sucessivamente, logo, tem-se como a sequéncia de numeros triangulares a
sequéncia: 1; 3; 6; 10; 15; 21; 28; ...

Trata-se de uma sequéncia infinita cujo termo geral é dada pela relacéo:

+1
u, = n(n ),VnEN,
2

Numeros quadrangulares

Os numeros quadrangulares sdo também chamados de quadrados perfeitos e

podem ser representados pelos padrdes a seguir:

bid
Y
INRN]
i
(EE ]
Hbbi
fiiii
fiiii
Bkl

= =
ara

By

=

A sequéncia de numeros quadrangulares € dada por 1;4;9;16;25; 36;49; ...
Cujo termo geral é dada por: u, = n?

NUmeros pentagonais

Sao numeros figurativos que representam pentdgonos. Assim 0s primeiros

nameros pentagonais sao 1;5; 12; 22; 35; ...

35

n(3n—1)

O termo geral desta sucesséo € dado pela expresséo u, = .

Numeros Hexagonais

A sequéncia de numeros hexagonais é dada por: 1; 6; 15; 28; 45; ...

Cujo termo geral € dado pela relagéo:

u, =n(2n—1)
- LS EEEE

Em suma, os numeros poligonais sdo obtidos através da soma de n primeiros

termos de uma Progressdo Aritmética. Dai que podemos generalizar 0s
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nameros poligonais, com uma formula que pode ser aplicada em poligonos de
qualquer nimero k de lados. As sequéncias de numeros poligonais sao
infinitas, mas podemos determinar qualquer um dos seus termos por meio de

substituicdes.

Tabela 5: Sucessdo de numeros poligonais

Termo geral da PA A somados n primeiros Numero poligonal
termos correspondente
a, =n n(n+1) Triangular (3 lados)
Si =T, =
2
a, =2n-1 S, =T, =n? Quadrado (4 lados)
a,=3n-2 n(3n —1) Pentagonal (5 lados)
Sp =Ty =
2
a,=4n-3 S. =T, =n2n-1) Hexagonal (6 lados)
a, =5n—4 n(5n — 3) Heptagonal (7 lados)
Sp =T, ———
2
a, =(k—2n—(k—23) S =T, = g[(k —2)n - (k= 4)] k-gonal (k lados); k € Z;k > 3

Fonte: Adaptado pelo autor

1.11- Progressdo Geomeétrica

E toda sequéncia de numeros reais diferentes de zero, onde é constante o
guociente entre um termo (a partir do segundo termo) com o0 seu antecedente.
O quociente constante recebe o nome da razdo da PG e é usualmente

representado pela letra q, e dada pela relacao:

q=un—+1,VnEN

Up
O termo médio da Progressdo Geométrica limitada de quantidade impar de
termos, é obtido pela média geométrica dos extremos.
De acordo com a definicdo de Progressdo Geomeétrica, € possivel obter o seu
termo geral, conhecendo apenas o primeiro termo e a razdo. Que pode ser
deduzida da forma seguinte: seja dada u; e q o0 primeiro termo e a razao da
PG, respectivamente, entdo pela definicdo, tem-se:
u =u g
u, =u;q@Y
uz = u;q¢Y

u4 = ul q(4_1)
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u, =y q® Y vneN

Classificacao da PG, quanto a monotonia

/F’G crescente (g = 1; u, = 0)ou (0 << g =< 1; u,y =< 0)
PG\
\F’G decrescente (g = 1; u, < 0)ouUu {0 < g < 1; u, = 0)

PG constante (g = 1)

PG oscilante (g = 0)

A Soma dos n primeiros termos da PG

A expressao que possibilite a obtencédo da soma dos n primeiros termos da PG,
varia dependendo da razao, isto é,
Parag=1 — 3 S, =nuy,VneN

1—gn
Parag#1 — > S, = 1_qq XUy, Vn €N

Demonstracéo:

Seja dada a PG: uy, u,, us, uy, us, ug, uy, ...,u, de razdo q.

Seja S,,, a soma dos n primeiros termos desta PG, logo:

S, =uyy+uy+uztus+ us+ugt+u; + ...ty

Multiplicando S,, por q, obtem-se:

gS, =q(u; + uy +uz+uys+ us+ug+u;+ ..4+uy). (1)

Pela definicdo da PG, tem-se: u, = u;q; usz = u;q%, us = u;q°; us = u;q*;
ug = u;q°; ... u, = u;q"L. Substituindo em (1), tem-se:

S = q(ug +u g +uq® +uq® +ugt +u @’ + - +Hugt )

qS, = uq +u;q® +uq® +uq* +ug® +--+uq", (2) para gq=1 vem:
S, = nu,.

Para q # 1, vem:

qSh — Sn = wq + wq® + wg® +uqt +ug® + -+ uq" = (ug +uq 4 ug® +
wq® +uqt +uq® + - +uq" ), logo:

Ss(@—1) =uq" —uy

Sn(@—1) =u(q" - 1)

_w@-1)
n (q-1)

1-q

n
ous, = 1—q XUug, VneN
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Produto dos n primeiros termos da PG

O produto dos termos da PG é igual a raiz quadrada do produto dos extremos

elevados pelo numero de termos da sucessdo. Matematicamente tem-se

n(n—-1)
P=ulq :

Demonstracao

Seja dada PG de termos:

uj, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, U7, ..., U, , de razdo q. Seja P o produto de n termos
consecutivos, onde:

P=u.u;qu9%u,9%.....u;q"1, a igualdade que pode também escrever-se
sob forma:

P ::(ul)nq0+1+2+3+4+5+m+n—1(1)

A nova expressao, apresenta 0 q com o0 expoente a soma de n primeiros
termos consecutivos de uma PA cujo primeiro termo € 0 e a razéo 1, logo esta

soma sera dada por:
0+n-1

0+1+2+4+34+4+5++n—-1=S5, = nouSn=“2;1nquesubstituindo

n—1

em (1), vem: P = (uy)"q 2 "
Também pode-se partir da definicdo dada que é:

P =./(u;u,)", comou, = u;q" ! tem-se : P = ,/(uyu;q" )" que é:

n n n(n—1) n(n—1)

P=uz.u;2.q 2z logoP =u;".q 2

1.12- Niveis do RA atingidas na determinacdo de termos gerais de
sucessodes

A sucessao pode auxiliar de tal maneira no desenvolvimento da capacidade do
raciocinio algébrico, pois para determinar o termo geral € preciso mobilizar um
leque de conhecimentos, capazes de descobrir existéncia do que é comum
para todos os termos da sucessdo e de seguida, criar condi¢cdes algébricas
para a obtencdo da expressdo algébrica. No entanto, se for tratado com
delicadeza pode ser de uma importancia impar no desenvolvimento do RA, por
isso, ao tratar de sucessbes deve o professor explorar ao maximo a
imaginagao e a criatividade dos alunos. Uma aula de sucesséo bem trabalhada

€ capaz de levar o aluno a atingir um nivel de raciocinio muito elevado. Por
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exemplo, o estudo realizado por Suharman e Neto (2016), apresenta um

exercicio abaixo:

A figura abaixo, mostra o padréo de uma lafatik que é composto por tali tahan branco e tali
tahan preto. A primeira flor é formada por 6 tali tahan branco e 1 tali tahan preto, a

segunda por 10 tali tahan branco e 2 tali tahan preto e assim sucessivamente.

a) Quantos sdo os tali tahan brancos e tali tahan pretos necessarios para formar 4
flores?

b) Quantas flores se poderiam construir com 37 tali tahan?

¢) Como se modificaria 0 enunciado da tarefa para introduzir algum procedimento de
resolucdo que ponha em jogo conhecimentos algébricos?

d) Quais seriam tais conhecimentos algébricos?

Nesta tarefa envolve-se a deducdo de uma formula (expresséo designatoria de
uma funcado). Trata-se de uma actividade de generalizacdo, em que n € uma
variavel que representa a posi¢cdo na sequéncia identificada a partir do padrao
(o dominio da funcao é constituido por nUmeros naturais).

Com base na observacdo das trés primeiras flores, preenche-se o0s seguintes

dados:

Tabela 6: Procedimento usado para determinar o termo geral

Flor tali tahan branco tali tahan preto Conjunto de tali
tahan
12 6=6+4.0 1 7
22 10=6+4.1 2 12
32 14=6+4.2 3 17
n2 u, =6+4(n—-1) u, =n u, =(@ln+2)+n
u, =4n+2 u, =5n+2

Suharman e Neto (2016, p.145).
As autoras mostram que este tipo de exercicios que leva a utilizacdo de
formulas algébricas, possibilitam a analise de conhecimentos algébricos
mobilizados nesta tarefa tal como: sequéncia, regularidade, representagado

algébrica de um padréo, Progressédo Aritmética.
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Nesta tarefa, para se encontrar solucdes, é preciso o manifesto do até nivel 3
do RA, onde o estudante utiliza letras, para representar os numeros, Justifica
de modo geral, explica o funcionamento e a estrutura de cada solucao,
Identifica um padrdo, uma progressao aritmética, opera algebricamente e
chega até uma expressao canonica.

Uma outra tarefa de sucessfes que pode auxiliar no aumento do nivel do RA

dos alunos é a que se encontra em Branco (2013) a seguir:

Observa a sequéncia de blocos

H N N e NN N N o A B N

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a) Continua a sequéncia e desenha as figuras 5 e 6.

b) Quantas pecas foram utilizadas para construir cada uma das figuras? Escreve a tua
resposta na tabela seguinte

¢) Sem usar desenhos, és capaz de descobrir quantos bocos tem a figura 20 da

sequéncia? Explica como pensaste.

Nestas tarefas pretendia-se que os alunos continuassem com as figuras depois
da descoberta do padrédo, determinassem o numero de pecas necessarios na
construcdo de cada figura e por ultimo, sem esbocar descobrir 0 nimero de
blocos que a figura 20 tera. Estas tarefas manifestam nivel do RA de até nivel
3. Descoberto o padrdo, que pode ser de adicionar dois blocos, sendo um na
primeira fila e o outro na segunda de maneira que as juntas estejam sempre no
meio do bloco. Na segunda tarefa, pode — se contar o nimero de blocos por
figuras, formando a sequéncia numeérica seguinte: 1,3,5,7,9, ...

Durante a experiéncia, na andlise e discusséao do trabalho dos alunos, os
formandos conseguem identificar as relagées que estes estabelecem e que
lhes permitem depois estabelecer uma generalizagdo algébrica em linguagem

natural.



Investigadora — O que € que o [aluno] conseguiu descobrir?

F19. — Descobriu que era sempre impar.

Investigadora — Descobriu que era sempre impar? certo. E 0 que € que
ele fez?

F11. - Fez duas vezes o 20.

Investigadora — Fez duas vezes o 20, exactamente.

F11:Depois como percebeu que tinha de ser impar ou tinha de ser 39 ou
41.

Investigadora — Exactamente. O que é que a professora vai fazendo?
F15. — Vai questionando.

[procurando a generalizacdo. O aluno indica ter descoberto o segredo:
“é 0 dobro menos 17]

Investigadora — O que € gue o [aluno] acabou de fazer?

Beatriz: Descobriu o termo geral.

F15. — Descobriu o segredo. (Branco, 2013, pp. 195-196)
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Concluséao do capitulo

Neste capitulo destacou-se:

0. RA como o desenvolvimento de um raciocinio matematico dentro de um
referencial algébrico, construindo o significado para simbolos;

1. O raciocinio algébrico envolve a representacdo generalizada e
formalizada de padrbes e regularidades em qualquer aspecto da
Matemética,

2. Os padrbes consistem em descobrir o que é caracteristico e comum
para todos os termos da sucessao;

3. Os niveis do RA desenvolvidos séo identificados pela exigéncia ou grau

de dificuldades que cada tarefa proporciona.
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CAPITULO II- PROPOSTA METODOLOGICA DE ESTRATEGIAS PARA
DETERMINACAO DO TERMO GERAL DE SUCESSOES E RESPECTIVOS
NIVEIS DE RA

2.0- Introducéo
Neste capitulo, apresenta-se uma proposta de estratégias para determinar o

termo geral de sucessfes contempladas numa experiéncia pedagoégica
partilhada com alunos do Il ciclo de ensino secundario e que podem auxiliar no
aumento do nivel do raciocinio algébrico dos alunos e consequentemente no
aumento da capacidade de raciocinio matematico. Ainda neste capitulo fez-se
um enguadramento dos niveis de RA das tarefas propostas durante a

experiéncia como alunos e nas tarefas propostas no pés-teste.

2.1- Métodos e Procedimentos de recolha de dados

Nesta dissertacdo, pretende-se apresentar estratégias algébricas de auxilio
para determinacdo de termos gerais de sucessfes, para o efeito, realizou-se
uma accédo formativa a um grupo de 58 alunos de uma Escola de Formacéao de
Professores, seleccionado pela técnica de amostragem nado probabilistica. Os
instrumentos usados para a recolha de dados foram pré-teste, para verificar os
conhecimentos prévios relativos a determinacdo de termos gerais de
sucessdes, 0 pos-teste, para avaliar o conhecimento adquirido e compara-lo

com o conhecimento inicial, Assume-se aqui uma abordagem mista.

2.2- Proposta para determinagcéo do termo geral de sucessodes

Tendo em conta o problema de investigacao identificado pelo autor, que é a da
falta de orientacbes como factor principal nas dificuldades que surgem na
obtencéo do termo geral de sucessdes que nao sao PA e/ou PG, no estudo de
sucessdes, o aluno facilmente determina o termo geral de Progresséo
Aritmética ou Geomeétrica, utilizando respectivas férmulas, mas encontra
dificuldades quando a sequéncia em causa foge do padréo de PA ou PG. Para
minimizar esta dificuldade, pretende-se explorar estratégias que permitam ao
aluno determinar o termo geral de outras sucessoes.

A experiéncia pedagogica apresentada foi desenvolvida com os alunos, num
periodo de duas semanas (de 29 de Maio a 12 de Junho de 2023). Partindo do

conhecimento de sucessbes particulares, nomeadamente a sucessao de
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ndmeros naturais, a sucessdo constante ou até mesmo a sucessdo quase
constante, cujos termos gerais sdo considerados como conhecimentos de
base:
v' Termo geral da sucessao de nimeros naturais:
(1;2;3;4;5;6;7;8;..n); a, =nVneEN;
v' Termo geral da sucessao constante, (3;3;3;3;3;3;...3), b, =3,Vn €N
v’ Sucessao quase constante, 1;2;3;4;20;20;20;20,20,20,..onde &
possivel referir que o termo geral desta sucesséao é dado por duas sub-

npara n<5

20paran25’vnEN'

sucessoes, ¢, = {

2.2.1- Estratégia 1- Decomposicao de termos da sucesséao

Pode-se com o0 uso do raciocinio matematico - algébrico encontrar termos
gerais de qualquer sucesséao procedendo da seguinte forma:
1- Descobrir o padrdo da sequéncia em causa, no qual todos os termos da
sequéncia obedecem,;
2- Decompor todos os termos conhecidos da sequéncia em operacdes de
sequéncias conhecidas pelo padrdo descoberto;
3- Substituir as sequéncias pelos correspondentes termos gerais

conhecidos e operé-los.

Nivel 3 do RA

Nos exemplos 1,2 e 3, pretende-se encontrar solucdes que manifestam o nivel
3 do RA, envolvendo a deducdo de uma expressao (termos gerais de
sucessoOes). Trata-se de actividades de generalizacdo em que n é uma variavel
natural que representa a posicdo do termo na sequéncia em causa a partir do

padréo identificado.

Exemplo 1
A sequéncia 1;3;5;7;9;11;... Depois da descoberta do seu padrédo, é

decomposto pelo critério fornecido pelo padrdo da seguinte forma:
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1=1+1-1

3=2+2-1
5=3+3-1
7=4+4-1
9=5+5-1
11=6+6—-1

u,=n+n -1 =

Exemplo 2

O termo geral da sucesséo: 2,5,8,11,14,17, ...

2=1+1
5=2+3
8=3+5
11=4+7
14=5+9
17=6+11

un=n+2n—1|:>un=3n—1

Exemplo 3
O termo geral da sucessdo: 1, 3,6,10, 15, 21, ...
1=E,1
22 ;
3=%+5
o= 2+3
10 _42—2 .
15—%+§
21="+2
u, = nz—z + ;—l

O procedimento que se estabelece nos trés exemplos anteriores, exige do
aluno um raciocinio algébrico de nivel 3, pois envolvem objectos intensivos ou

indeterminados e a generalizacdo definida por recorréncia e identificacdo de



padrdo, apesar do exemplo 3 possuir um grau de complexidade maior, pois néo
se trata de uma tarefa facil descobrir 0 padrdo em causa. Para tal, o aluno deve
apresentar como conhecimentos prévios, operacdes aritméticas, utilizacado de
letras como representantes dos numeros e o conhecimento de termos gerais
destacados anteriormente.

A complexidade apresentada no exemplo 3, levou a apresentagcdo de um

procedimento do nivel de RA mais elevado em relagédo ao anterior.

2.2.2- Estratégia 2- parametros por determinar

Niveis 4 e 5do RA

7

O raciocinio abaixo, € utilizado para encontrar solucées que manifestam o0s
niveis 4 e 5 do RA, determinando os parametros, depois da descoberta do grau
do polinémio.

E preciso que se compreenda que uma sucessdo é uma funcéo real de variavel
natural, isto é, pode ser definida como uma restricao de funcéo real de variavel
real. No caso de fun¢bes polinomiais, a sua restricdo em N, é uma sucessao
onde o termo geral, pode ser representado por uma funcdo polinomial de
variavel natural do tipo: P(n) = u,.

Procedimentos:

1- Determinar as diferencas entre os termos sucessivos da sequéncia.
(Caso a diferenca seja uma constante, a sucessao € uma restricdo da
funcao polinomial do | grau);

2- Caso a diferenca ndo seja constante, entdo formar a sequéncia das
diferencas obtidas no ponto 1 e obter as respectivas diferencas. (Caso
esta nova diferenca seja uma constante, a sucessado € uma restricao da
funcéo polinomial do Il grau, caso contrario, formar a sequéncia das
diferencas e efectuar outra vez a diferenca);

3- O processo deve continuar até encontrar diferenca constante.

Progressao Aritmética

Refere-se a aquela sucessdo em que a diferenca entre termos consecutivos €
constante. Esta diferenca constante chama-se razdo. Portanto, 0 seu termo
geral é tido como uma restricdo em N da funcdo polinomial do primeiro grau e
dado por:

u, =y +(n—Dr;VvneN

57



Ou segja:

u, =u;+nr—r

u, =nr+ (u; —r), fazendo r=a e u; —r =b obtém uma expressdo do tipo
polinomial: P(n) =u, =an+b;VnENA a,b€eR

Desta nova relagdo, os trés primeiros termos da sucessao sao dados por:
uy =a+b;u;=2a+b; u3z=3a+b

Logo, os parametros a e b, podem ser determinados pela solugéo do sistema:

{a+b=u1
2a+b=u,

Esquematicamente:

Uy, Up, Uz, Uy, Uz, Ug, Uy, Ug..

D, D, D D, D D¢ Dj;..onde D, =u,4; —u,,Vn€N
Se D; =D, = D3 = D, = D5 = - Progresséao Aritmética do 1° grau.
Exemplo 4:
O termo geral da sequéncia: 1;4;7;10;13;16;19; ... pode ser obtido pela

diferenca entre os termos:

1': 4': i 10; 13; 1 é&; 19; ...
3 3 3 3 3 3

Desta forma, trata-se de uma Progressao Aritmética, onde o termo geral sera

dado por: u, = an + b, onde

{a T =1 consequentemente b = —2, logo o termo geral seré: u, = 3n — 2.

a=3

Sucessdes em que as diferencas consecutivas dos termos consecutivos
constituem uma PA
Refere-se a sucessdo em que a razdo constante é obtida pela diferenca das
diferencas consecutivas dos termos consecutivos da sequéncia. Nestes casos,
o termo geral serd uma expressdo polinomial do segundo grau, de forma
u, =an’+bn+c,Vne€N;ab,ceR Aa#0
Os termos particulares da sucessdo de termo geral u, = an® + bn+c, sdo
dados por:

Uy =a+b+c

u, =4a+2b+c

uz; =9 +3b+c
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u, =16a+4b+c
us =25a+5b+c

u, =an’+bn+c,VneN;ab,ceR Aa#0

Este raciocinio é utilizado para determinar solu¢gdes que manifestam o nivel 5
do RA, com a determinacédo dos parametros a, b e c, auxiliando deste modo a
encontrar alguns termos gerais de sucessdes que ndao sdao PA nem PG. O

esquema € o seguinte:

Dl D2 D3 D4, D5 D6 D7 ... onde Dn = Up41 — un,Vn eEN
T1 T2 T3 T4 T5 T6 ... onde Tn = Dn+1 - Dn, ,Vn eN

SeT, =T, =T; =T, =T; = - termo geral do tipo:

u, =an’+bn+c, VneN;abceR Aa*0. Os parametros a,b,c s&o

determinados pelo sistema:

a+b+c=y
4a+2b+c=u,
9a+3b+c=u;

As diferencas entre dois termos consecutivos desta sucesséo sao dadas por:
u,—u =4a+2b+c—a—-b—-c=3a+b

u3—u; =9 +3b+c—4a—2b—-c=5a+b
us—uz3=16a+4b+c—9a—3b—-c=7a+b

us —uy =25a+5b+c—16a—4b—-c=9a+b

Uyp1 —u, =a(n+1)2+bn+1)+c—an’—bn—c

U,4; — U, =an’+2an+a+bn+b+c—an’>—bn—c

U,;1 —u, =a2n+1)+b

As diferencas das diferengas consecutivas dos termos consecutivos da
sucessao sao obtidas por:

uz —uz —(uz —uy) =ug—uz — (U3 —up) =us —uy — (g —Uz) =+ =Upyg —

U, — (un - l'ln—l) = 2a
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Como a razédo constante foi encontrada pela diferenca das diferengas
consecutivas dos termos consecutivos da sucessdo, entdo a expressao do
termo geral da sucessdo sera uma restricdo da funcéo polinomial do segundo

grau, do tipo:u, = an? +bn+c. Os pardmetros a, b, ¢ sdo solucdes do

sistema:
at+tb+c=uy
3a+b=u, —u
2a=T,

Exemplo 5

Determinar o termo geral da sucessao: 1; 3; 6; 10; 15; 21; ...

1 . = =, il 1 =, 2=, ...

== . = . =1 =. [ =
e e e S

. . a . it
Como a razdo constante é do segundo grau, pois resulta da diferenca das
diferencas consecutivas dos termos consecutivos da sucessao, entdo o termo
geral seré dado pela expresséo polinomial do segundo grau do tipo:
u, =an’+bn+c,Vne€N;ab,ceR Aa=#0 Onde:
Uy =a+b+c=1
u, —u; =3a+b=2
u; —u; —(u, —uy) = 2a=1 logo os parametros a,b,c sdo determinados pelo
sistema

a+b+c=1
3a+b =2 resolvendo tem-se:
2a=1

1

1 ~ p
2a=1, a=-, b= sAc=0 logo o termo geral da sucessao sera dado por:

n(n+1)

1 1
u, =-n’+-n=-—

2
Exemplo 6
Determinar o termo geral da sucessdo 4, 6, 11, 19, 30, 44, ..

Resolucéao:
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2a=3
Temos o sistema de equacdes {3a+b =2
a+b+c=4

2a =3 — > azg
3a+b=2

3xi+b=2 — > b=-2
a+b+c=4 T—> ¢=5

~ . 3 5
Logo o termo geral da sucesséo sera: u,, = 5"2 —on+t 5

Sucessdes em que as diferencas consecutivas das diferencas

consecutivas dos termos consecutivos constituem uma PA

Quando a razéo é obtida pela terceira diferenca, o termo geral da sucesséao € a

restricdo da func&o polinomial do terceiro grau, dada por

u, =an®+bn>+cn+d;vneN;a,b,c,d€ER Aa#0
Os termos da sucesséao sao dados por:
uy=a+b+c+d

u, =8a+4b+2c+d

uz = 27a+9b +3c+d

u, = 64a+16b +4c+d

us = 125a + 25b + 5¢c + d

ug = 216a + 36b + 6¢ + d

Uy, Up, U3, Uy, Us, Ug, U7, Ug...

QAR AR X AR

Dl D2 D3 D4 D5 D6 D7 ... onde Dn =Up41 — un,Vn eEN

Tl T2 T3 T4 T5 T6 ... onde Tn = Dn+1 - Dn, ,Vn € N
Fl FZ F3 F4 F5 onde Fn = Fn+1 - Fn, ,Vn € N
Se F, =F, = F; = F, = F; = --- Progressao Aritmética do 3° grau do tipo:

u, =and+bn>+cn+d; vne€N;a,b,c,d €ER Aa # 0. Os parametros reais

a, b, c,d sdo determinados pela solugcéo do sistema



a+b+c+d= uy

8a+4b+2c+d=u,

27a+9b +3c+d =u3
64a + 16b +4c+d =uy

Exemplo 7: determinar o termo geral da sucesséo
8, 27; 70; 149; 276; 463; 722; 1065;..

19 43 79 127 187 259 343

QARSI AR A7

24 36 48 60 72 84

QAAA AR AT

12 12 12 12 12
Logo é uma sucessao cujo termo geral € dado pela expressao:
u, =an®+bn>+cn+d,vneN;a,b,c,d € R Aa # 0 onde

a+b+c+d=28
7a+3b+c=19
12a + 2b = 24
6a =12

a=2;b=0;c=5;d=1logo o termo geral € dado pela relacao:
a, =2n3 +5n+1.

Termo geral de Progressédo Aritmética de p-ésimo grau
u, =an? +bn? 1 +..+en’+fn+g vneN;ab,cd,..,e,f,gER Aa+0

Deste modo, os parametros sdo obtidos pelo sistema de p+ 1 equacgles

abaixo:

(at+tb+c+-+e+f+g=u
2Pa+2°P"1h+ 2P 2c+ -+ 22e + 21 f + g =u,
3Pa+3P"1h+3P%c+ -+ 3% +3f+g=u

p+DPa+(p+ )P b+ (+1)P2c++(@+D?e+(@+Df+g=u,,,
p

2.2.3- Estratégia 3- Representacéao grafica

A estratégia é utilizada com a intengéo de encontrar solugdes que manifestam
nivel 5 do RA com a determinacdo de parametros presentes na expressao

induzida pela representacéo gréafica de alguns termos da sequéncia.
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Software GeoGebra e seu uso na determinacao do termo geral de
sucessodes

O GeoGebra é um software de matematica dinamica livre, que permite a
construcdo de diversos objectos geométricos, como pontos, vectores,
segmentos, rectas, secc¢des conicas, graficos representativos de funcdes e
curvas parametrizadas os quais podem ser modificados dinamicamente. Os
valores e coordenadas podem ser introduzidos directamente com o teclado,
além da vantagem de se poder trabalhar utilizando variaveis vinculadas a
nameros, vectores e pontos. (Programa de Educacdo Tutorial Matematica da
Universidade Federal de Santa Maria, [PET], 2016).

Segundo este grupo, o0 GeoGebra foi criado por Markus Hohenwarter em 2001.
Foi desenvolvido para o ensino aprendizagem da algebra e geometria de forma
livre e gratuito. Este software ainda oferece a visualizacdo do que esta a ser
trabalhado, pois fornece trés diferentes pontos de vistas: A zona gréfica, a zona
algébrica e a folha de célculo, favorecendo a percepcao por parte do aluno e
professor, auxiliando-os a descobrir formas menos usuais de encontrar a

solucéo do problema.

Formas de representar graficamente uma sequéncia numérica com auxilio
de GeoGebra.
Tendo em conta as relacdes binarias entre dois conjuntos, referidos no capitulo
anterior, onde cada numero natural se faz corresponder a um e sé numero real,
€ possivel representar graficamente uma sucessdo, de termos
Uq; Uy; Uz; Uy} Us; ... U,, mesmo desconhecendo o respectivo termo geral.
Fazendo uma adaptacdo, para representar pontos no GeoGebra pode-se
proceder da seguinte forma:
1- Formar pares ordenados com o0s primeiros termos conhecidos da
sequéncia da seqguinte forma: (1; uy), (2;uy), (3; u3), (4; wy),...(n; u,) ;
2- Representar pares ordenados formados no primeiro ponto, no
GeoGebra;
3- Analisar a trajectoria dos pontos representados e extrair a funcao

polinomial.
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Exemplo 8

Determinar o termo geral da sucessao: —4; —2; 0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; ...
Para representar graficamente a sucessao de termos, basta que se represente
no GeoGebra os pontos de coordenadas:

(1;,-4),(2;—-2),(3;0); (4;2),(5;4),(6;6);(7;8);(8;10);(9;12); (10; 14); (11; 16); (12; 18) ...

Como se pode verificar, pontos do grafico tém uma recta suporte por tanto, leva
a induzir que se trata de uma progressao aritmética do 1° grau cuja expressao
do termo geral € de forma: u, =an+b,Vn € N;a,b € R Aa+#0 Onde:
uy=a+b=—-4,u,=2a+b=-2

a+b=-4
2a+b=-2

concluir que o termo geral da sucessao é u, = 2n—6

Resolvendo o sistema { vem a=2 Ab=—-6 que nos leva a

Exemplo 9

Determine o termo geral da sucesséo: 4; 6; 11; 19; 30; 44; ...

Comecando por representar graficamente os pontos de coordenadas
(1;4),(2;6),(3;11),(4;19), (5; 30), (6; 44) no GeoGebra, tem-se

40
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A sucessdo representada no grafico acima, os pontos apresentam uma
restricdo de trajectoria parabolica, dai que pode-se induzir que o seu termo
geral € do tipo:

u, =an’+bn+c,vne€N;a,b,c ER Aa # 0, onde:

w=a+b+c=4

U =4a+2b+c=6

uz =9a+3b+c=11

Resolvendo o sistema de equacgdes tem-se: a =

N w

;b=—§/\c=5.0termo

~ . 3 5
geral da sucesséo seria nestes moldes dado por: u, = E"Z —;n+ 5

Exemplo 10:

Encontrar o termo geral da sucesséo de termos:

—9;—-16; —21; —24; —25; —24; —-21; —16; —9;0; 11; ...

Representando graficamente a sucessao, utilizando as coordenadas dos
pontos:

(1,-9),(2;-16), (3;-21), (4;,-24), (5,—25), (6;—24),(7;-21), (8;—16)
(9;-9), (10;0), (11;11) obtém - se o grafico abaixo:

A sucessao tem uma trajectoria parabdlica, no entanto o seu termo geral tera a
forma: u, =an®*+bn+c;vn€N;a,b,c € R Aa # 0 onde:
y=a+b+c=-9,u=4a+2b+c=-16,u3 =9a+3b+c=-21
Resolvendo o sistema de equacdes obtém-sea =1;b = —-10Ac =0

O termo geral pretendido é u, = n? — 10n
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Exemplo 11

Determinar o termo geral da sucessao: 2;9; 28; 65; 126; 217; 344; 513 ...
Comecando por fazer a representacdo gréafica dos pontos:
(1;2)(2;9)(3;28)(4; 65)(5; 126) (6;217)(7;344) (8; 513) obtém-se o grafico

A trajectéria deste grafico pode confundir-se com a parabola, é preciso muita
atencao, pois € uma restricdo de uma funcao cubica, cuja expressao do termo
geral é de forma seguinte:

u, =an®+bn®>+cn+d,vn€N;a,b,c,d ER Aa# 0 onde:
w=a+b+c+d=2,u; =8a+4b+2c+d=9%u3=27a+9b+3c+d =28
Uy = 64a +16b+4c+d = 65

Resolvendo o sistema obtém-se:

a=1;b=0,c=0;d=1

Substituindo, obtém-se o termo geral pretendido que é u,, = n3 + 1

Este procedimento também exige RA de nivel 5, pois é preciso que o aluno
conheca a familia de funcéo polinomiais para de seguida decidir o tipo de
funcd@o que se trata. A determinacdo e a operacionalizacdo de parametros € a

outra caracteristica relevante neste nivel.
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2.3- Identificacdo dos niveis de RA nas tarefas do pOs-teste

As tarefas propostas tiveram como objectivo principal, verificar o nivel de
raciocinio que os alunos atingiram depois da experiéncia pedagdgica da qual

participaram.

Tarefa 1: Observa a seguinte sequéncia em que estéo representadas as quatro
primeiras figuras formadas com fosforos (Foi inspirada e adaptada do manual

do aluno)

JEIEE NN

Mantendo a regularidade na construcdo das figuras pede-se:

a) A representacdo da quinta figura.

b) Quantos fosforos tem a sexta figura?

c) Quantos fésforos tem a n-ésima figura?
Nesta tarefa, é preciso que o aluno analise as figuras de forma particular para
depois generalizar as particularidades observadas em cada figura, obtendo
assim um padrdo. A tabela 5 abaixo mostra o nivel do R.A. considerado

essencial para a resolucéo da tarefa.
Tarefal

a) Solucao esperada
Pretende-se verificar o padrdo no surgimento das figuras e como

consequéncia desta analise esbocar 52 Figura

Nivel do RA (Zero)
-N&o envolve qualquer simbolo algébrico nem solucdes algébricas;

-Utiliza-se a representacdo de uma figura constituida de palitos.

b) Solucéo esperada

Nesta tarefa temos duas possibilidades. Uma consiste em esbocgar a sexta
figura e fazer a contagem de fésforos que a constituem e a outra € formar a
sequéncia relacionada com o numero de fésforos em cada figura, encontrando

deste modo o padrao.
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12 Possibilidade: Representacdo da sexta figura

Portanto, a sexta figura tem 16 fosforos
Nivel do RA (Zero)

-N&o envolve qualquer simbolo algébrico nem solucdes algébricas;

-Utiliza-se uma representacédo da figura constituida de palitos;

-Efectua-se a contagem de palitos presentes na figura.

22 Possibilidade: Numero de palitos por figuras:

Figura N° de palitos
12 1

22 4

32 7

42 10

52 13

6.2 16

Portanto, a sexta figura tem 16 fésforos

Nivel do RA (Um)

- Utiliza a linguagem numeérica;

-Envolve as propriedades de adicao e de subtraccdo de numeros.
c) Solucao esperada

A sequéncia:1;4; 7;10; 13; 16; ... pode decompor-se em:

1= 1+1-1
4= 2+3-1
7= 3+5-1
10=4+7-1
13=5+9-1

l6=6+11-1

a, =n+2n—-1-1

a, =3n—2
Nivel do RA (Trés)

-Exige o conhecimento de operagfes aritméticas;

-Utiliza-se letras como representante dos numeros;
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- Envolve-se objectos indeterminados ou variaveis

- Envolve-se as operagfes algébricas;

- A generalizacao definida por identificacéo de padrao;

- As expressbOes obtidas, n,2n—1e —1 sofrem transformacdes para a

obtencéo a nova expressao 3n — 2.

Tarefa 2: As figuras seguintes representam os cinco primeiros termos de uma

sequéncia.

a) Defina um padrao no surgimento de mais figuras

b) Esboce a sexta figura

c) Determine a sucessao por recorréncia quanto ao numero de triangulos.
Esta tarefa é praticamente do mesmo nivel de RA da tarefa anterior, com um
diferencial, o aluno deve analisar e escrever o padrdo, sem no entanto recorrer
a numeros ou em desenhos de figuras.

Tarefa2

a) Solucao esperada

O estudante deve ser capaz de analisar o padrdo no surgimento de mais
figuras.

O padrdo pode ser 0 seguinte: comecar com o triangulo, a partir dai, crescer
trés triangulos na figura anterior, um em cada vértice da seguinte forma:

- Ordem par: unir os vértices do triangulo a crescer com os dos triangulos da
figura anterior;

-Ordem impar: unir as bases dos triangulos da figura anterior, com as bases
dos triangulos acrescer.

Nivel do RA (Zero)

-N&o envolve qualquer simbolo algébrico nem solugbes algébricas;

-Utiliza-se apenas o raciocinio na descoberta do padréo.

b) Solucéo esperada

Descoberto o padréo, é simples obter a proxima figura ou figura de qualquer
ordem

.

RS S
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Nivel do RA (Zero)

-Nao envolve qualquer simbolo algébrico nem solu¢des algébricas;
-Utiliza-se a representacdo de uma figura constituida de triangulos
c) Solucao esperada

Tem-se 0 numero de triangulos que constituem cada figura:

Ordem | Numero de

da triangulos Logo a sucessao por recorréncia é
figura {ul =1

12 Uy =3+u,; VneEN

22 4

3a

42 10

5a 13

62 16

Nivel do RA (Trés)

-Exige o conhecimento de operac¢des aritméticas;
-Utiliza-se letras como representante dos numeros;
- Envolve-se objetos indeterminados ou variaveis;

- A generalizagéo definida por recorréncia por identificagéo de padrao.

Tarefa 3: Determine o termo geral de sucessdes, sem recorrer a formulas de

PA ou PG.

a) —%; -3; —12—5; —14; —42—5;...

b) —9; —6; —1;6;15; 26; ...

c) —1;2;7;14;23;34;5;9;13;17; ...
d) 1;4;7;10;13;16;19; ...

Tarefa 3

a) Solucéo esperada



Progresséao aritmética do Il grau, cuja expressio geral é: u, = an® + bn + c,

vn € N;a,b,c ER Aa # 0 €necessario que se determine 0os parametros reais

a, b, ¢, onde:
2a = -2
5
3a+b=—3 a=-1,b= % ¢ = 0 logo, o termo geral é dado pela pela

a+b+c=—%

relacdo: u, = —n? + %n
Nivel do RA (cinco)

-Utiliza-se a linguagem simbdlica na representacao da funcao;

-Aplica-se as representacdes graficas da familia de progresséao aritmética;
-Envolve parametros reais e operacdes com parametros a, b, c;

-resolve-se sistema de equacdes para a obtencéo dos valores dos parametros.

b) Solucéo esperada

Progressédo Aritmética do Il grau, cuja expressao do termo geral sera dada por:
u, =an’*+bn+c,vne€N;a,b,cER Aa#0 tal como se procedeu
anteriormente, precisa-se encontrar os valores dos parametros reais a, b e c,

gue satisfazem o sistema:

2a =72
3a+b=3 resolvendo o sistema de equacéesvem a=1,b=0,c=-10
a+b+c=-9

assim o termo geral seré: u,, = n> — 10

Nivel do RA (cinco)

-Envolve-se a linguagem simbolica literal;

- Envolve-se os objetos algébricos (variaveis e parametros reais);

-Realiza-se operacdes algébrica para determinar os valores dos parédmetros
reais a, b, c

c) Solucao esperada

— A 2 T ldd: 23 ZF4 S 9y AZF: AT ...

AR AN Fr AR AL SN RN TR A

== 5 T 9 11 — 29 4 = b 2
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Verifica-se que a partir do sétimo termo, a sequéncia toma um padrdo
diferente, criando assim um termo geral da sucessao constituida por duas sub-
sucessodes ou dois padrdes condicionais (paran < 6 e paran > 6).

Para a primeira, tem-se uma sub-sucessao que é expressao do segundo grau e
a outra do primeiro grau.

u, =an’+bn+c;vneN;a,b,ceR,a#0 An<6

2a =2
Onde: §3a+b =3 ——— a=1,b=0,c=-2
at+b+c=-1

A segunda sub - sucessdo é uma expressao do primeiro grau, tal que o sétimo
termo é 5 e razédo 4

u, =an+>

Onde os parametros reais a, b sdo obtidos da solucao do sistema

{7a+b=5

g4 cuja resolucdo apresenta como valor de b = —23

O termo geral da sucesséao sera

vn € N

n

_{nz —2,paran<6
~ 4n —23,paran > 6

Nivel do RA (cinco)

-Envolve-se a linguagem simbdlica - literal;

- Envolve-se os objectos algébricos (variaveis e parametros);

- Realiza-se operacfes algébricas para determinar os parametros;
-Efectua-se operacdes algébricas com parametros.

d) Solucéo esperada

1; 4 - ALD; AF; A& LD ...

Progresséao aritmética, onde o termo geral € dada pela expressédo: u,, = an + b,
vneN;a,beER,a#0emque:a=3 a+b=1——> p=-2

U, =3n—2

Nivel do RA (cinco)

-Envolve-se a linguagem simbdlica literal;

- Envolve-se os objectos algébricos (variaveis e parametros);

- Realiza-se operacdes algébricas para determinar os parametros;

-Efectua-se operacgdes algébricas com parametros.
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Concluséo do Capitulo

As estratégias apresentadas neste capitulo, podem:

[ERN
1

Ser utilizadas para determinar o n - ésimo termo de qualquer sucesséo
cuja expressao geral se apresente sob forma de uma expresséo
polinomial;

Os resultados do pos-teste, mostram ap0s a ac¢ao formativa, os alunos
apresentam um nivel do RA mais desenvolvido na resolucdo de tarefas
gue envolvem termos gerais de sucessdes que ndo sao PA nem PG;

Se as estratégias forem bem trabalhadas promove o nivel de RA dos
alunos e auxilia o0 mesmo a ultrapassar parte das dificuldades que
apresentam no tratamento de termos gerais de sucessdes que nao sao
PA e/ou PG;

Na determinacdo do termo geral de sucessdes, GeoGebra surge como
suporte na representacdo grafica de pontos isolados de sucessdes para
a observacéo da trajectdria formada pela sequéncia dos pontos.
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CAPITULO IlI- ANALISE E DISCUSSAO DE RESULTADOS



CAPITULO lII- ANALISE E DISCUSSAO DE RESULTADOS

3.0- Introducéo

Este capitulo, assentou-se na apresentacdo, andlise e discussdo de
informacdes recolhidas no pré-teste, aplicado a 58 alunos da 11.2 classe de
uma Escola de Formacdo de Professores, participantes no estudo e na
comparacao dos resultados obtidos no pré-teste em relacdo aos resultados
obtidos no pés-teste apdés o estudo com 0 mesmo grupo, na entrevista
realizada a 5 professores que leccionam a Matematica na Escola de Formacgéao

de Professores e na avaliacdo da proposta feita por especialistas.

3.1- Analise de Resultados do Pré-Teste

Os dados representados no grafico da figura 10 abaixo, referem-se aos
resultados médios obtidos em 10 tarefas do pré-teste aplicados com o objectivo
de verificar o nivel de conhecimento, compreenséao e criatividade existente na
determinacdo de termos gerais de sucessOes. As tarefas propostas foram
divididas em quatro sectores:
1
2

3- Tarefas relacionadas com a sequéncia de figuras (T.R.com Figuras);

Tarefas relacionadas com o termo geral da PA (T.R.com PA);

Tarefas relacionadas com o termo geral da PG (T.R.com PG);

4- Tarefas relacionadas com outras sucessdes (T.R.com outras).

Figura 10: Grafico comparativo de resolucéo das tarefas do pré-teste

60 - 52
_ - 42

50 36
40 - - R.I.
07 15—

20 A EHR.P.C
10 A H“R.C.
0 T T T T

T.R.com P.A. T.R.com P.G.(8) T.R.com T.R.com
(1,3,7) Figuras(2) Outras(4,5,6,9,10)

Fonte: Adaptado pelo Préprio autor

Depois de analisada e corrigida, cada grupo de tarefa foi classificada em
resolucao correcta (R.C), resolucédo parcialmente correcta (R.P.C) e resolucéo
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incorrecta (R. 1), dependendo de como foi respondida cada tarefa. As questdes
foram elaboradas com o objectivo de verificar a capacidade dos alunos na
deducédo do termo geral de algumas sucessdes, mas e identificar o nivel de
raciocinio algébrico que esses alunos atingiram nos temas “Analise de padrdes
em sequéncias e na determinacdo de termos gerais de qualquer sucessao”.
Para o efeito, elaborou-se quatro questdes, cujos resultados se encontram
resumidos nas tabelas de 7 a 16. As questdes das tabelas 7, 9, 13 e 14, tinham
por objectivos, verificar os niveis de conhecimentos dos alunos na identificacao
de padrdbes em sequéncias numeéricas e de verificar esses niveis na
determinacdo de termos gerais de progressao aritmética e/ou geométrica. A
guestdo da tabela 8, tinha por objectivo verificar o nivel de conhecimento de
alunos na identificacdo de padrbes em figuras. Os resultados mostram que a
maioria da turma consegue determinar o termo geral tanto de Progressao
Aritmética como da Geométrica, com o0 uso de respectivas férmulas. Mas
guando se trata da analise e descoberta de padrdes de figuras, sem se tratar
de Progressdes Aritméticas e/ou Geométricas, e apesar de uma maioria ter
acertado a questdo, notou-se uma diminuicdo significativa em termos
percentuais, como indicam as tabelas 8 e 9 em comparacéo as tabelas 7,13 e
14. Os resultados observados nas tabelas 10,11,12,15 e 16, mostram as

dificuldades que os alunos apresentam quando a sucessao nao € PA e/ou PG.
Primeira Questao - Nivel do RA (trés)

Considera uma sequéncia de figuras compostas por quadrados, sendo a 1.2
figura composta por 6 quadrados, a 2.2 figura por 8 quadrados, a 3.2 figura por
10 quadrados e assim sucessivamente. Determina o termo geral da sequéncia.
Nesta questdo, esperava-se que os alunos traduzissem o problema em uma
sequéncia numérica de termos 6;8;10;12; ... e de seguida encontrar o termo
geral da Progresséo Aritmética. Esta Questado é enquadrada no nivel 3 do RA,
pois 0 estudante poderia utilizar letras, para representar numeros (Quantidade
de figuras), Identificar um padrdo, uma Progressdo Aritmética, operar
algebricamente até chegar a expressédo candnica em representacdo ao termo

geral. O aproveitamento desta foi resumido na tabela 7 abaixo:
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Tabela 7: Resumo do aproveitamento na primeira Questao do Pré-teste

Resolucdo da Primeira Questéo
Raciocinio inicial Raciocinio inicial
Género/ldade do Raciocinio Certo, mas nao Certo e resolucao
Estudante incorrecto concluido certa Total
= Idade do 16 0 7 7
Aluno (Em 17 1 7 8
Anos) 18 0 2| 2
19
20
Total 1 16 17
M Idade do 16 0 0 14| 14
Aluno (Em |17 0 2 9] 11
Anos) 18 1 2 9| 12
19 1 0 2 3
20 0 0 1 1
Total 2 4 35 41
Total Idade do 16 0 0 21 21
Aluno (Em |17 1 2 16| 19
Anos) 18 1 2 11| 14
19 1 0 2 3
20 0 0 1 1
Total 3 4 51 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo proprio
A tabela 7, mostra que apenas 5,2% raciocinou de forma incorrecta, 6,9% teve
um raciocinio correcto, mas cometeu erro depois de substituir na formula do
termo geral. Os restantes 87,9% dos alunos participantes obtiveram o termo
geral com sucesso, determinando-o com a identificacao do tipo de sucesséo e

a aplicacao da respectiva formula como mostra a producdo abaixo:
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Fonte: Producéo do aluno
Segunda questdo — Nivel do RA (zero e trés)

As figuras seguintes representam os trés primeiros termos de uma sequéncia.

0 O O
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a) Representa os dois termos seguintes da sequéncia.

b) Identifica o termo geral desta sequéncia quanto ao niumero de arestas.

Esta questdo, alinea a é enquadrada no nivel zero do RA, Pois, para resolver,
basta o aluno observar e identificar o padréo nas trés primeiras figuras néo
envolvendo qualquer simbolo algébrico. Quanto a alinea b, o ndmero de
segmentos que constituem cada figura. Cada hexagono precisa de 6
segmentos, entdo a figura na posicdo n precisaria de 6n segmentos, mas a
colocacao de dois hexagonos juntos pelo padrdo observado, implica eliminar
dois segmentos, portanto na 2.2 figura, elimina-se 2 segmentos, na 3.2, 4 sédo
eliminados, na 4.2, 6 sdo eliminados, ou seja, na posi¢cdo n serdo eliminados
(2n — 2) segmentos. Pretende-se com isto dizer que, na primeira figura tem 6
segmentos, na segunda 10 segmentos, na terceira figura 14 segmentos, na
quarta figura 18 segmentos sendo assim, na n-ésima figura tera

6n — (2n — 2) = 4n + 2 Segmentos.

Esta solugdo envolve uma generalizagdo do tipo misto, contexto e simbodlico,
considerando que a regra que fornece o niumero de segmentos em qualquer
posicdo esta relacionada com a forma e a posicéo ordinal da figura. A férmula
obtida é transformada por operacdes para obter a forma canonica de
expressdo, 4n + 2. Portanto esta solucdo esta categorizada no nivel 3 do RA.

As tabelas 8 e 9 mostram como foi 0 aproveitamento nestas tarefas.

Tabela 8: Resumo de aproveitamento na alinea a) da segunda questao do
Pré-teste

Resolucao da Segunda questdo alinea A
Raciocinio
inicial certo, Raciocinio Raciocinio
Questao mas inicial Certo, | inicial Certo
N&o Raciocinio| resolucao mas nao e resolucéo
Sexo do Aluno | Respondida | Incorrecto | incorrecta concluido certa Total
F |ldade do | 16 0 2 0 0 5 7
Aluno |17 1 1 1 1 4 8
(Em 18 0 2 0 0 ol 2
Anos) 19
20
Total 1 5 1 1 9 17
M | Idade 16 1 3 0 0 10 14
do 17 0 0 0 3 8 11
Aluno |18 1 1 4 1 5[ 12
(Em 19 1 1 0 1 0 3
Anos) |20 0 0 0 0 1l 1
Total 3 5 4 5 24| 41
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Idade |16 1 5 0 0 15| 21

do 17 1 1 1 4 12| 19

g |Aluno  |1g 1 3 4 1 5| 14
2 (AEn'g o |1 1 1 0 1 ol 3
| 20 0 0 0 0 1| 1

Total 4 10 5 6 33| 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo préprio

Notou-se uma certa reducéo na eficacia de respostas, como mostra a tabela 8,
pouco mais de 56,9% dos alunos tiveram um raciocinio certo e obtiveram 0s
termos subsequentes correctos, 18,9% tiveram um raciocinio certo, mas néo
tiveram sucesso no resultado final, isto é, identificaram o padrdo, mas no
esboco da figura esqueceram-se de eliminar os lados em comuns na juncéo e
24,1% dos alunos ndo conseguiram obter o padrdo correcto na formacao dos
termos subsequentes da sequéncia.

Tabela 9: Resumo de aproveitamento na alinea b) da segunda questéao

Resolucdo da Segunda questao alinea B
Raciocinio
inicial certo, | Raciocinio | Raciocinio
Questéo mas inicial Certo, | inicial Certo
Nao Raciocinio | resolucéo mas ndo | e resolucédo
Sexo do Aluno Respondida | Incorrecto | incorrecto concluido certa Total
F Idade |16 0 2 0 5 7
do 17 1 0 1 6 8
Aluno g 0 1 0 1| 2
(Em 19
Anos)
20
Total 1 3 1 12 17
M Idade |16 5 1 0 8| 14
do 17 2 4 0 5 11
Aluno |18 3 1 2 6| 12
(Em 119 1 0 1 1| 3
ANos) | oo 0 0 0 1] 1
Total 11 6 3 21 41
Total | dade |16 0 7 1 0 13 21
do 17 1 2 4 1 11| 19
(Aé‘::" 18 0 4 1 2 14
Anos) 19 0 1 0 1 1 3
20 0 0 0 0 1 1
Total 1 14 6 4 33| 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo préprio
A tabela 9 foi a consequéncia da tabela 8, pois quem nao conseguiu obter o
padrdo correcto, também nao consegue obter o termo geral da sequéncia
guanto ao numero de segmentos. Acredita-se que caso a sequéncia da tabela

6 ndo dependesse do padrdo da alinea anterior, isto é, se a questado fosse do
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tipo: determine o termo geral de sucessdo 6; 10;14;18,..0 resultado em
termos de aproveitamento seria outro, pois as tabelas 7, 13 e 14, mostram que
sempre que a questdo é do tipo determina o termo geral de sequéncias
numericas que sao Progressao Aritmética e/ou Geométrica, dando os primeiros
termos, os estudantes resolvem e encontram o termo geral sem quaisquer

dificuldades, com a utilizacdo de respectivas formulas do termo geral.

<
f’uv (1<A.A/n(2,) izt Ou=L 5 + 2 Qiz =107 M z Oz =14

Op=to A 04+ Tt v
1y by Criaet) y
=1 oA L4 \n e 2 (7

Hn+2 o donnd oo - ) o
(Uv“"“ .“""lo d. C < 2 D (rk,;)l4l e PN

! ) ¥ VO CC AU By Ao :

Fonte: Producéo do aluno

Terceira Questao - Nivel do RA (Zero, trés, quatro, cinco)
Consideremos trés ruas em linha recta que se cruzam. Em cada cruzamento
temos um candeeiro.

a) Qual o numero maximo de candeeiros no caso das trés ruas.

b) E se fossem quatro ruas? E cinco? Justifica.

c) Qual seria 0 nUmero maximo de candeeiros no caso de n ruas?
Aqui, pretendia-se analisar o nivel de raciocinio algébrico dos alunos ao
relacionar o quotidiano com o conteddo de sucessfes. A tarefa proposta é de
modelacdo e a sua resolucdo, nas alineas a) e b) manifesta o nivel 0 do RA,
pois ndo envolve nenhuma letra ou simbolo algébrico, precisa-se indicar o valor
numérico (NUmero maximo de candeeiros), ndo é necessario a realizacao de
nenhuma operacédo algébrica, basta utilizar a representacdo de um diagrama
correcto. A configuracdo desta tarefa é de raciocinio visual. Todos os
estudantes, cometeram erros na compreenséo e tradugdo da linguagem natural
para a linguagem geométrica. A solucdo para alinea c) manifesta o nivel
avancado do RA que vai do nivel 3 a 5, pois a configuracdo da tarefa é
algébrico funcional e a sua execugcdo exige a identificagdo do padréo,
operacOes algébricas. As ruas em cruzamento poderiam ser esbocados tal

como indica a figura 11 abaixo:
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Figura 11: Nomero maximo de candeeiros com 2,4 e 5 ruas

Fonte: Proprio Autor
As tabelas 10,11 e 12 reflectem o aproveitamento dos alunos nestas questdes:

Tabela 10: Resumo de aproveitamento alinea a) da terceira questao

Resolucdo da Terceira questdo alinea A
Raciocinio inicial
certo, mas Raciocinio
Questdo Nao | Raciocinio resolucao inicial Certo e

Sexo do Aluno Respondida incorrecto incorrecta resolucdo certa | Total

F Idade do 16 2 5 0 7

Alun 17 1 6 1 8

R ET: 1 1 0 2
(Em 19
Anos) 20

Total 4 12 1 17

M Idade do 16 5 7 2 0 14

17 1 8 2 0 11

Aluno  11g 0 10 2 o| 12

(Em 19 1 1 1 0 3

Anos) 20 0 0 1 0 1

Total 7 26 8 0 41

Total | Idade do 16 7 12 2 0 21

AlUNG 17 2 14 3 0 19

. 18 1 11 2 o| 14

(Em 19 1 1 1 o| 3

Anos) 20 0 0 1 0 1

Total 11 38 9 0] 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo proprio

Tabela 11: Resumo de aproveitamento na alinea b) da terceira questao

Resolucdo da Terceira questdo alinea B
Raciocinio
inicial certo, [ Raciocinio | Raciocinio
Questédo mas inicial Certo, | inicial Certo
N&o Raciocinio | resolucao mas ndao | e resolucao
Sexo do Aluno Respondida | incorrecto | incorrecta concluido certa Total
= Idade |16 2 5 0 7
do 17 1 6 1 2 8
(AE“;:‘O 18 1 1 0 2
Anos) 19
20
Total 4 12 1 2 17
v |ldade [16 6 8 0 0 of 14
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do 17 1 9 1 0 o] 11
Aluno |18 1 9 1 1 0 12
(Em |19 1 1 0 1 0 3
Anos) |20 0 0 0 1 1] 1
Total 7 27 2 3 1| 41
Total | /dade |16 8 13 0 0 of 21
do 17 2 15 2 2 0| 19
(Aélrl:o 18 2 10 1 1 o| 14
Anos) 19 1 1 0 1 0 3
20 0 0 0 1 0 1
Total 11 39 3 5 0| 58
Fonte: Saida do software. Adaptado pelo préprio
Tabela 12: Resumo de aproveitamento na alinea c) da terceira questéo
Resolucdo da Terceira questéo alinea C
Raciocinio inicial Raciocinio
certo, mas inicial Certo,
Questdo Nao | Raciocinio resolucao mas nao
Sexo do Aluno Respondida [ incorrecto incorrecta concluido Total
= Idade do |16 2 5 0 7
Aluno 17 1 6 1 8
(Em 18 1 1 0 2
Anos) 19
20
Total 4 12 1 17
M |!dadedo [16 7 7 0 o 14
Aluno 17 1 9 1 0 11
(Em 18 0 10 2 0| 12
Anos) 19 1 1 1 0 3
20 0 1 0 0 1
Total 9 28 4 0 41
Total Idade do |16 9 12 0 0 21
Aluno 17 2 15 2 0| 19
(Em 18 1 11 2 o| 14
Anos) |19 1 1 1 ol 3
20 0 1 0 0 1
Total 13 40 5 0 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo proprio
As tabelas 10 e 11, indicam que 19% dos alunos nem sequer se deram ao
trabalho de analisar o problema e de tentar traduzir matematicamente e dos
que tentaram, 65,5% tiveram um raciocinio errado, interceptando as ruas em

apenas um ponto o0 como mostra a producao abaixo:
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Fonte: Producéo do aluno
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O que nao permite obter o nimero maximo de cruzamentos. A tabela 12, leva a

crer que o facto de alunos ndo conseguirem traduzir o problema

matematicamente, levou-os a cometerem erros na determinacéao do termo geral
da sucessdao 3;6;10; ... 0 que ndo € verdade, pois o0s resultados das tabelas a
seguir provam o contrario.

Questédo 4 - Nivel do RA (trés, quatro, cinco)

Apresentam-se nas alineas seguintes, os termos de algumas sequéncias

numericas. Indica o termo geral para cada uma delas.

1 3 5

1
a) .~ e

4’
b) 8;32;128;512;...

) 3,6,10,15, ...

5 5
d) —%; -3; —17; —14; —47;...

Esta questéo aparece com a necessidade de se poder comparar os resultados
obtidos nas questdes relacionados a PA e/ou PG em relacdo aos resultados
obtidos em outras sequéncias. As tarefas foram enquadradas em niveis
situados entre 3 e 5 do RA, pois é necessario que se identifique os respectivos
padrbes e operacionalizar as variaveis.

Na tabela 13 abaixo, € notério uma diminuicdo consideravel do numero de
alunos que conseguiram encontrar o termo geral da sucessao, deve-se ao facto

de que os alunos apresentarem ainda dificuldades nas operacdes com

~ , N - 1
fraccoes, pois a sequéncia em causa tratava-se de PA de razdo — >

Tabela 13: Resumo de aproveitamento na alinea a) quarta questao

Resolucdo da Quarta questdo alinea A
Raciocinio
inicial certo, | Raciocinio | Raciocinio
Questao mas inicial Certo, | inicial Certo
N&o Raciocinio | resolugdo mas ndo | e resolucéo
Sexo do Aluno Respondida | incorrecta | incorrecta concluido certa Total
F Idade |16 3 4 0 0 7
do 17 1 2 1 4 8
'(“E";:‘O 18 1 0 0 1| 2
Anos) 19
20
Total 5 6 1 5| 17
M Idade |16 6 2 2 2 21 14
do 17 2 0 1 0 8] 11
Aluno |18 3 3 0 0 6| 12
(Em |19 0 0 0 0 3 3
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Anos) |20 0 0 0 0 1 1
Total 11 5 3 2 20 41
Total [ Idade |16 9 6 2 2 2 21
do 17 3 2 1 1 12| 19
(Aélrl:o 18 4 3 0 0 7| 14
Anos) 19 0 0 0 0 3 3
20 0 0 0 0 1 1
Total 16 11 3 3 25 58
Fonte: Saida do software. Adaptado pelo préprio
Tabela 14: Resumo de aproveitamento na alinea a) quarta questao
Resolucdo da Quarta questéo alinea B
Raciocinio
inicial certo, | Raciocinio | Raciocinio
Questao mas inicial Certo, | inicial Certo
N&o Raciocinio | resolugéo mas ndo | e resolucdo
Sexo do Aluno Respondida | incorrecta Errada concluido certa Total
F  |idade |16 0 0 1 61 7
do 17 0 1 1 6 8
Aluno |4g 1 0 0 1 2
(Em 19
Anos)
20
Total 1 1 2 13 17
M idade |16 2 0 0 2 10 14
do 17 2 0 0 0 11
A|uno 18 2 O 2 1 12
Anos) |oq 0 0 0 0
Total 6 1 2 3 29 41
Total [ Idade |16 2 0 0 3 16 21
do 17 2 0 1 1 15| 19
Aluno |4g 2 1 2 1 8 14
(Em g 0 1 0 0 2| 3
Anos) | 0 0 0 0 1 1
Total 6 2 3 5 42| 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo proprio

A tabela 14, mostra que uma boa parte dos alunos conseguem determinar o

termo geral da PG, a parte infima que infelizmente ndo encontrou o resultado

desejado, foi por erros de calculo e ndo por desconhecer o tipo de sucessao.

Para confirmar a nossa suspeita de que quando se trata de sucessao que nao

sao PA nem PG, os alunos ndo conseguem encontrar o termo geral, elaborou-

se as duas ultimas tarefas em que as tabelas 15 e 16 mostram como foi 0

aproveitamento
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Tabela 15: Resumo de aproveitamento na alinea c) quarta questao

Resolucdo da Quarta questdo alinea C
Raciocinio
inicial certo,
mas
Questdo Nao | Raciocinio resolucao
Sexo do Aluno Respondida | incorrecto incorrecta Total
F Idade do Aluno (Em 16 4 0 7
Anos) 17 4 1 8
18 0 0 2
19
20
Total I 9 1 17
M Idade do Aluno (Em 16 8 6 0 14
Anos) 17 6 5 0 11
18 6 6 0 12
19 1 2 0 3
20 0 0 1 1
Total 21 19 1 41
Total |ldade do Aluno (Em 16 12 9 0 21
Anos) 17 9 9 1 19
18 6 8 0 14
19 1 2 0 3
20 0 0 1 1
Total 28 28 2 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo préprio

Tabela 16: Resumo de aproveitamento na alinea d) quarta questao

Resolucdo da Quarta questdo alinea D

Raciocinio inicial

certo, mas Raciocinio
Questdo Nao | Raciocinio resolucao inicial Certo e
Sexo do Aluno Respondida [ incorrecto incorrecta resolucdo certa | Total
F Idade do |16 4 1 1 1 7
Aluno 17 3 4 1 0 8
(Em 18 1 1 0 ol 2
Anos) 19
20
Total 8 6 2 1 17
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M Idade do |16 8 5 1 0 14
Aluno 17 8 3 0 ol 11
(Em 18 7 5 0 of 12
Anos) 19 1 2 0 o| 3
20 0 0 1 0
Total 24 15 2 ol 41
Total | Idade do |16 12 6 2 1 21
Aluno 17 11 7 1 of 19
(Em 18 8 6 0 o| 14
Anos) 4 2 0 of 3
20 0 0 1 0 1
Total 32 21 4 1 58

Fonte: Saida do software. Adaptado pelo proprio
Para a sucessao 3,6,10,15, ..., apenas um aluno conseguiu encontrar o termo

geral, quase todos responderam que:

//\) : (c—) :i;jrlf;é?y‘/id76£) amdlicah c)‘f.,l%izj’m/'("ﬂﬂ/' "}(l : :
/CL) fj-,,.f.;ﬂ,s&uef imdiean e Aernone (/ﬁ,':/:( , /u‘f"" ’“f’”' S V e .}-
e Aerano f‘D”yiJ%Lz'\} arderie® fern ceme a dinsisas grls ek’ e ct -
e, /&;c;f, e 2 PA sonem //D’f”/ Z

Fonte: Producéo feita por um aluno
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J& para a sucessao: -7 -3; -5 —14; =i nenhum dos alunos indicou o

termo geral correcto.

Feitas as analises da prestacdo dos alunos na resolucao do pré-teste, o grafico
da figura 10, mostra que os alunos conseguem determinar termo geral de
Progressfes Aritméticas e/ou Geométricas usando as respectivas féormulas de
termos gerais, mas para termos gerais de sucessdes que nao sdo Progressao
Aritmética e nem Geométrica, apresentam dificuldades para determinar o
respectivo termo geral, mostrando indicios de um fraco desenvolvimento do RA
A estrutura representativa em traduzir matematicamente um problema, pode
apresentar-se como complexa em termos de leitura e de interpretacao por isso
pede-se um trabalho apurado e um empenho cognitivo por parte de todos
envolvidos. Isso pode ser visto como uma condi¢cdo importante para se poder
analisar que conhecimentos 0s alunos possuem para encontrarem o0 termo
geral de sucessfes sem no entanto que seja necessario recorrerem a formulas,
gue habilidades devem possuir para o efeito? O trabalho para o aumento do

Nivel de RA, pode auxiliar na criacdo de habilidades. Por exemplo como
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encontrar o termo geral de progressao aritméticas e/ou geométricas sem 0 uso
das respectivas formulas? Os resultados obtidos mostram que o professor
como o orientador do processo de ensino e aprendizagem deve trabalhar
situacbes que levam o aluno a usar o raciocinio de como proceder para
determinar o termo geral de sucessdes sem que Seja necessario 0 recurso a
férmulas.

Ainda foi possivel observar a maneira como a eficacia na obtencédo dos termos
gerais de sucessfes foi variando com dependéncia ao tipo de sequéncias
(Aritmética, Geométrica ou outras). Para minimizar as dificuldades
apresentadas, € preciso que se trabalhe mais assuntos relacionados com
termos gerais de sucessdes que ndo sdo PA nem PG, trabalhando assim o

raciocinio algébrico dos alunos.

3.2- Actividades desenvolvidas no ambito da proposta

No decorrer da investigacdo, foram desenvolvidas um total de dez aulas em
duas semanas (de 29 de Maio a 12 de Junho de 2023), com um grupo de 58
alunos da escola de Formacdo de Professores, seleccionados tal como foi
referido na introducdo por uma amostragem nao probabilistica (por
julgamento), pois precisava-se trabalhar com um grupo que pudesse garantir
um nivel aceitavel de conhecimentos relativos a termos gerais de sucessoes.
Com o objectivo de encontrar estratégias que pudessem auxiliar na
determinacao do termo geral de sucessfes que nao sdo PA nem PG, o grupo
foi dividido em dois subgrupos (11.2 Classe e 12.2 classe), para se evitar um
namero elevado de alunos em uma turma.

Mas muito antes da intervencdo, no dia 06 de Maio, aplicou-se um pré-teste
para medir o nivel de conhecimento dos alunos, cujos resultados foram
apresentados no ponto 3.1. As tarefas propostas e tratadas na intervencgao,
foram todas resolvidas (Ver capitulo Il) sob a orientacdo do professor e
estavam voltadas para a determinacdo do termo geral de sucessdes por vias
da decomposi¢do de termos da sucessdo, determinacdo dos parametros e a
representacdo gréfica.

Na decomposi¢cdo de termos da sequéncia, teve como conhecimentos prévio,
termos gerais de numeros naturais, termos gerais de sucessfes constantes,

termos gerais de sucessfes quase constante, pois a ideia basica € decompor
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os termos da sequéncia, em sequéncias de operacdes béasicas. Na
determinacdo dos parametros, pretendia-se que os alunos desenvolvessem
habilidades na descoberta de tipo de sucessfes, partindo das diferencas de
termos consecutivos serem iguais (PA), as diferencas consecutivas das
diferencas dos termos ser constante (expressdo do tipo an® +bn+c; a, b,
¢ € R) ou outro tipo de expresséo polinomial.

Na representacdo grafica, encontrou-se dificuldades por falta de meios de
ensino (computadores) a escola e aos alunos para representar graficamente
sucessdes no GeoGebra. Por isso, 0 professor representava as funcées no
GeoGebra e de seguida projectava para a observacdo e andlise dos alunos na
descoberta do tipo de fungbes pela trajectdria da sequéncia dos pontos. As trés
vias apresentadas, foram abordadas para auxiliar na promocdo do RA dos
alunos em conhecimentos relativos a determinacdo do termo geral de PA ou
PG. Apés a intervencdo pedagogica, aplicou-se um outro teste denominado
pés-teste no dia 13 de Junho para a medicdo do nivel de conhecimento
atingido pelos alunos e em seguida compara-los com os obtidos no pré-teste

como mostra a tabela abaixo:

Tabela 17: Producdes de 5 alunos em tarefas relacionadas com
sucessdes gque ndo sao PA nem PG no pré-teste e no pds-teste.
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O aluno no pré-teste, responde que é | O mesmo aluno no pés-teste, na tarefa
impossivel determinar o termo geral de | do mesmo género resolve e encontra o
sucessdo que ndo é PA nem PG termo geral da sucesséao.
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O aluno no pré-teste nem sequer se aventurou

em tentar resolver.

No aluno

demonstra um nivel diferente

mesmo

pos-teste, o0

Como se pode verificar na tabela 14, os resultados obtidos por 5 alunos nos
dois testes, mostram que para os alunos, sO era possivel determinar o termo
geral de PA e/ou PG, caso que ndo acontece com sucessodes que nao sao PA

nem PG, o que indica que existia uma certa limitagdo em termos de RA dos

Fonte: As producdes dos alunos no pré-teste e no pos-teste

alunos em causa, situacao esta que foi alterada apos a intervencéo.
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3.3- Comparacdao entre os resultados do pré-teste e os do pos-teste

A exploracdo matematica, a descoberta de estratégias, a tentativa e o erro sao,
assim, processos inerentes a investigacdo Matematica e imprescindiveis a sua
criacao e ao seu proprio desenvolvimento. A este respeito, Ponte (2003), afirma
que investigar em Matematica € descobrir relacdes entre objectos matematicos
conhecidos, procurando identificar e provar as respectivas propriedades. Sendo
assim, depois da experiéncia pedagodgica compartiihada com alunos, na
tentativa de transmitir a estratégia que esta sendo alvo deste estudo, aplicou-se
um pos teste no sentido de se analisar o nivel de raciocinio atingido pelos
alunos e compara-los com os resultados do pré-teste. Para o efeito de
comparacao, dividiu-se as tarefas em trés partes (Sequéncias de figuras,
sequéncias numeéricas que sdo PA e/ou PG e outras sequéncias) o grafico

abaixo mostra os resultados obtidos:

Figura 12: Gréfico Comparativo do desempenho dos alunos em Tarefas do pré-
teste versus Pés-teste Propostas

X .
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Fonte: Adaptado pelo Préprio autor.

De acordo com os resultados do grafico, houve um crescimento notério do pré-
teste para pOs-teste, tanto em tarefas de sequéncias figurativas como em

sequéncias numéricas. O resultado obtido, mostra que:

e Os alunos ja apresentavam algum conhecimento em sucessfes, mas
um conhecimento que se limita apenas em progressao Aritmética e/ou

Geomeétrica;
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3.3.1-

A Estratégia pedagogica partilhada com os alunos foi satisfatoria, pois
os alunos melhoraram no aproveitamento em sucessfes gque ndo Sao
PA nem PG, por exemplo, nenhum aluno acertou os itens (c) da terceira
guestao e (c) da quarta questao e apenas dois alunos acertaram o item
(d) da quarta questdo do pré teste ao determinar termo geral de
sucessdes que ndo sdo PA nem PG, mostrando que ndo tinham um
conhecimento de sucessfes que vai aléem de progressao Aritmética e/ou
Geométrica.

ApoOs a intervencao (a experiéncia pedagogica partilhada), os resultados
do pés-teste mostram uma evolugdo em termos de raciocinio algébrico,

em determinar o termo geral de sucessdes de diferentes tipos.

Estatisticas da amostra na comparacdo do aproveitamento do Pré-
Teste e POs-Teste

Interessava-se averiguar a variagdo do aproveitamento dos alunos em tarefas

relacionadas com sucessdes que ndo sdo PA e/ou PG aplicadas no pré teste e

no pos teste numa escala de 0 (Tarefas ndo resolvidas) a 4 (Tarefas resolvidas

de forma correcta). A tabela 18 abaixo, indica valores estatisticas resultantes

da amostra de aproveitamento dos alunos em tarefas com sucessdes que nao

sdo PA e/ou PG, nos dois testes

Tabela 18: Estatisticas da Amostra

Aproveitamento no | Aproveitamento no

pos-teste Pré-teste
N Vaélido 58 58
Ausente 0 0
Média 3,420 0,595
Mediana 3,333 0,500
Moda 3,330 0,00
Desvio Padrao 0,532 0,672
Assimetria -0,790 1,079
lintervalo 2,00 2,50
Minimo 2,00 0,00
Maximo 4,00 2,50
Soma 198,33 34,50

Fonte: Output do software SPSS.

E possivel verificar no pos-teste, que em média os alunos tiveram um

aproveitamento de 3,42, a dispersdao em torno da média do aproveitamento

neste

teste, é relativamente baixa (desvio padrdao de 0,532) e os

aproveitamentos estdo compreendidos entre 2 e 4, variando no maximo em
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dois valores. Por outro lado, a média é ligeiramente superior aos valores da
mediana e da moda, indicando uma distribuicdo quase simétrica, apresentando
uma ligeira assimetria. Mas também pode-se verificar que o valor da soma de
todos os aproveitamentos dos alunos no pos-teste € de 198,33 que
corresponde a mais de 85% de aproveitamento. A situacéo por sua vez € bem
diferente no pré-teste, pois observa-se uma média de aproveitamento de 0,595,
a dispersdo em torno da média relativamente baixa. Pode-se observar ainda
que o aproveitamento variou de 0 a 2,5 e soma dos aproveitamentos dos 58
alunos é de apenas 34,5, correspondendo a cerca de 15% de aproveitamento.
Sendo assim é notério a diferenca entre os resultados obtidos no pré-teste e o
no pos- teste, mostrando que a proposta apresentada teve um efeito positivo
em termos de conhecimentos relacionados a determinacéo de termos gerais de

sucessdes que nao sao PA nem PG.

3.4- Analise de entrevista realizada a professores

No sentido de se poder Analisar as perspectivas dos professores de como
encaram o conhecimento dos alunos na obtencéo do termo geral de sucessodes
gue nao sdo PA e/ou PG e a representacdo grafica de sucessofes, fez-se uma
entrevista a 5 professores da Escola de Formacéo de Professores, todos eles
licenciados e com mais de 4 anos de experiéncias de professorado nesta
Instituicdo. As respostas obtidas foram registadas, codificadas e resumidas na
tabela 19.

Tabela 19: Resumo da Entrevista realizada aos Professores

Entrevistado/Resposta (E;)

Raramente os alunos conseguem encontrar o termo geral de sucessodes
Questdo 1 sem recurso a férmulas do termo geral, porque nédo tratamos do assunto

Questao 2 Nunca tratamos em reunides de treinamento

O assunto relacionado com o termo geral de PA ou PG, ja tratamos, mas
outro tipo de sucesséo ndo. A Representacdo grafica € um assunto que

Questédo 3 temos tratado, mas néo fizemos uma analise do grafico obtido

Os alunos claramente apresentam grandes dificuldades para determinar o
termo geral de sucessbes que ndo sdo PA nem PG, tal como fiz

Questao 4 referéncia anteriormente, deve-se ao facto de ndo se tratar do assunto

Uma aula com recurso tecnolégico podem ser mais atraentes, pois

possibilitam ao aluno observar, raciocinar, desenvolver, como por
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Questéo 5 (Extra)

exemplo o caso de representagdo grafica de sucessoes

Entrevistado/Resposta (E,)

Na&o é preciso que eles tenham o termo geral para poder determinar o

termo geral, mas por ser uma questao que ndo tratado Porque 0s

Questédo 1 préprios objectivos fornecidos pelo programa nao trazem este tipo de
assunto
Nas reunides pedagdgicas o assunto ndo é tratado, pois néo esta
Questéo 2 programado
Questédo 3 N&o. A representacao grafica dificilmente se trata do assunto
Nunca tratamos deste assunto, mas penso que tem grandes
Questao 4 dificuldades

Questédo 5 (Extra)

Entrevistado/Resposta (E3)

Os meus alunos conseguem encontrar o termo geral de PA, PG, sem
recurso a formulas habitual, mas ao tratar de outro tipo de sucessées

uestéo 1 . .
Q ai comecam as dificuldades
Em nenhuma ocasido se tratou deste assunto nas reunidées
Questéo 2 pedagdgicas
Apesar nao ser frequente, ja se falou do assunto, mas nédo temos
Questao 3 uma bibliografia sélida para seguir, quanto a representacéo grafica
nao sinto que é muito importante
Quando o assunto é encontrar o termo geral de sucessfes que nao
Questédo 4 sdo PA nem PG, a descoberta do padrao para alunos é muito dificil

Questédo 5 (Extra)

A utilizacdo de diferentes formas de se tratar um assunto pode ajudar

até mesmo na capacidade de andlise dos proprios alunos

Entrevistado/Resposta (E,)

Os alunos sem a formula parece ser impossivel encontrarem o termo

Questdo 1 geral de sucessodes
Questao 2 Nunca se tratou deste assunto em reunifes pedagogicas
Nunca tratamos deste assunto com 0s meus alunos, o que temos
feito é simplesmente demonstrar ao surgimento da féormula. A
Questdo 3 representacao gréafica é feita apenas no principio sem no entanto uma
grande importancia
Nunca experimentei, mas a tempo houve um concurso da AGT, cujas
Questso 4 questdes de Matemética estavam baseadas em sequéncias e notou-

se dificuldades sérias para a interpretacdo

Questédo 5 (Extra)

Os alunos sem a férmula parece ser impossivel encontrarem o termo

geral de sucessodes

Entrevistado/Resposta (Es)

Questao 1

Os alunos ndo conseguem determinar porque é uma questao que se

trata na sala de aulas
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Questéo 2 Nunca se tratou, pois € um assunto que nao se tem levado em conta

N&o, pois nunca tive contacto com uma bibliografia a tratar do

Questéo 3 assunto. Nunca representamos pois ndo me parece muito importante

Penso que sim, pois ndo encontrei ainda uma férmula possivel para

Questédo 4 determinar o termo geral de outras sucessdes

Os alunos ndo conseguem determinar porque é uma questao que nao

Questéo 5 (Extra) se trata na sala de aulas

Fonte: Criacao do Proprio Autor

Da entrevista realizada aos professores, foi extraida quatro categorias de
Niveis de raciocinio algébrico onde se enquadra o conhecimento dos seus
alunos (nivel baixo, nivel intermédio, nivel de consolidacdo e nivel alto). De
acordo com os temas predominantes nos relatos dos cinco professores, quase
todos mostram que os alunos conseguem determinar o termo geral de PA e/ou
PG, mas que nunca se tratou de situacdes de determinagédo de termos gerais
de sucessfes que ndo sdo PA nem PG. Quanto a representacao grafica alguns
professores referiram que tratam simplesmente como ilustracdo e que nao
entram com grandes detalhes. De forma sintetizada, as respostas obtidas
foram categorizadas na tabela 20, e que serviram de indicador para o
enquadramento em um nivel de RA, segundo Godino et al., (2015).

Tabela 20: Categorias de Niveis de RA extraidos nos relatos dos
professores

Categoria de situacdes Frequéncia
RA de nivel Baixo (0 e 1) 0
RA de nivel Intermédio (2) | 8
RA do nivel consolidado (3) | 17
RA de nivel Alto (4 a 6) 0
TOTAL 25

Fonte: Criacdo do Préprio Autor

Com a tabela 20, facilmente percebe-se que o raciocinio algébrico dos alunos
sobre a responsabilidade dos professores entrevistados, ja se encontra no nivel
consolidado do RA, mas que precisa desenvolver para o nivel mais elevado,
pois, quase todos mostram que os alunos conseguem determinar o termo geral
de sucessbes que sdo PA e/ou PG com féormulas devidas, mas que ndo séo
capazes de determinar um termo geral de sucessfes quando as mesmas nao
sdo PA e nem PG, mostrando a grande dificuldade que os alunos tém na
determinacao do termo geral de sucessodes e que € preciso uma intervencao no

sentido.
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Concluséao do capitulo

Os dados que foram apresentados neste capitulo, mostram que:

1- As estratégias apresentadas, claramente podem auxiliar a potenciar o
RA dos alunos, dando deste modo as directrizes necessarias para a
obtencao do termo geral de sucessdes que ndo sao PA nem PG;

2- O nivel de RA demonstrado pelos alunos na determinacdo de termos
gerais de sucessoes situava-se entre nivel 0 a 3;

3- O nivel atingido na determinacdo do termo geral de sucessdes apos a

accao formativa estéa entre 0 a 5.
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CONCLUSOES GERAIS E SUGESTOES



Conclusdes gerais

Na abordagem do tema que foi alvo desta investigacdo, que € a proposta de

estratégias algébricas para a obtencédo do n - ésimo termo de sucessao que

auxilie também no desenvolvimento do RA dos alunos e tendo em conta a

hip6tese formulada, conclui-se o seguinte:

1-

2-

O nivel do RA demonstrado pelos alunos no comeco do estudo
encontrava-se entre os niveis 0 a 3;

O programa de Matematica da 11.2 Classe, ndo da grande destaque em
sucessdes que nao sao PA e/ou PG, limitando assim o aprendizado dos
alunos;

Os resultados do pré-teste e de entrevista dirigida aos professores, dédo
ideia de que o0 ensino de sucessfes em Angola assenta-se ha
determinacdo do termo geral de PA e PG, pois os alunos mostraram
conhecimentos sélidos nestas sequéncias, outrossim, pareceu que para
os alunos, s6 é possivel determinar os termos gerais de sucessdes que
sdo PA elou PG, mostrando assim uma certa limitacdo em outras
sucessoes;

Os resultados obtidos no pos-teste, mostram que com a orientacédo, €
possivel promover o nivel de RA dos alunos, ultrapassando assim as
dificuldades sentidas no inicio da investigacdo e que a proposta
apresentada também auxilia na promoc¢éo do raciocinio dos alunos na
determinacao de termos gerais de qualquer sucessao;

Os pontos conclusivos identificados anteriormente, levam a confirmar
qgue a falta de orientacdes esta na base das dificuldades apresentadas
pelos alunos na determinagéo de termos gerais de sucessdes que nao
sdo PA nem PG, pois 0 aproveitamento obtido no pds-teste mostra que
depois da orientacdo, os alunos foram capazes de determinar o termo
geral de sucessfes que ndo sao progressao Aritmética e/ou Geomeétrica;
O resultado deste trabalho mostra que existe uma efectiva necessidade
de os alunos terem uma formacdo adequada que lhes permita
desenvolver as competéncias didactico - matematicos em actividades

gue envolvem o raciocinio algébrico, basico e secundario;

97



Sugestdes para futuros trabalhos

Este trabalho explorou aspectos relacionados com a determinagdo do termo
geral de sucessfes que nao sao Progressdo Aritméticas e nem Geomeétricas e
analisou o nivel de RA dos alunos no assunto em causa. Todavia,
considerando a diversidade de sequéncias e a limitacdo do estudo, apenas foi
possivel explorar sucessfées do tipo polinomial de até terceiro grau, faltando
assim as sucessoes do tipo exponencial.

A accao formativa realizada no ambito do desenvolvimento deste trabalho,
permitiu responder as questbes de investigacdo, dadas as dificuldades
detectadas nos alunos no principio do estudo na determinacéo do termo geral
de diferentes tipos de sucessOes, dai sugere-se aos professores 0s seguintes
aspectos:

1- O conhecimento dos processos de raciocinio dos seus alunos e que
facam uma reflexdo sobre tais processos. Se esta reflexdo revelar
lacunas no desenvolvimento do raciocinio dos alunos, mesmo de
agueles gque mostram bom desempenho, sera necessario que sejam
colmatadas para que estes sejam mais criticos e desenvolvam uma
Matematica com compreensao e com um nivel de RA desejado;

2- Com as estratégias apresentadas nesse trabalho, espera-se que se
tenha desenvolvido uma proposta que motive professores na
investigacdo de outras formas de determinar termos gerais de
sucessoes;

3- O marco deste trabalho deve ser aproveitado para consulta dos
professores na preparacdo das suas licdes ligadas ao tema sucessoes e

para a elaboracéo de futuros trabalhos;
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APENDICES



Enunciado do Pré-Teste

Disciplina: Matemética

Caro estudante,

Este teste tem por objectivo, verificar o nivel de conhecimento, compreenséao e

criatividade existente na determinacao de termos gerais de sucessoes.

Nome:

Data: 06 de Dezembro de 2022

1-

2-

Considera uma sequéncia de figuras compostas por quadrados, sendo a
12 figura composta por 6 quadrados, a 22 figura por 8 quadrados, a 32
figura por 10 quadrados e assim sucessivamente. Determina o termo
geral da sequéncia

As figuras seguintes representam os trés primeiros termos de uma

sequéncia.

O O O

a) Representa os dois termos seguintes da sequéncia.

b) Identifica o termo geral desta sequéncia quanto ao niumero de arestas.

3-

Consideremos trés ruas em linha recta que se cruzam. Em cada
cruzamento temos um candeeiro.

e) Qual o nimero maximo de candeeiros no caso das trés ruas.

f) E se fossem quatro ruas? E cinco? Justifica.

g) Qual seria o nUumero maximo de candeeiros no caso de n ruas?
Apresentam-se nas alineas seguintes, os termos de algumas
sequéncias numéricas. Indica o termo geral para cada uma delas.

1, 1, 3 _s

P TD T T
8;32:;128;512; ...
3,6,10,15, ...



Resolucédo do enunciado do pré-teste

1- A sequéncia € dada da seguinte forma: 6;8,10,... que € 0 mesmo dizer
gue a sucessdo tem 6 como 0 seu primeiro termo, 8 o segundo, 10 o
terceiro termo. Os termos estdo em progressao aritmética crescente de
razdo 2, cujo termo geral sera dada por T, = 2n + 4. Em que n indica a

ordem da figura e T, 0 nimero de quadrados.

2- Analisando a sequéncia, pode-se notar que as figuras a seguir sao
obtidas acrescentando do lado direito da figura anterior, um hexagono,
mas eliminando o segmento da unido. Dai que as proximas figuras seréo

a)

CC0 CC0

b) Quanto ao numero de arestas, teriamos uma sequéncia de
figuras em que a primeira figura apresenta 6 arestas, a segunda
10 arestas, a terceira 14 arestas, a quarta 18 arestas, a quinta 22
arestas e assim por adiante, isto é, a sucessdo seria:
6;10; 14;18; 22 ..., cujo termo geral é dada por: b, = 4n + 2, onde
n indica a ordem da figura e b, a nUmero de arestas.
3- Consideremos trés ruas em linha recta que se cruzam. Em cada
cruzamento temos um candeeiro.
a) Ja que as trés ruas se cruzam, teriamos como mostram as figuras

abaixo no maximo trés candeeiros.

e

b) No caso de quatro ruas, teriamos no maximo 6 Candeeiros e em

cinco ruas teriamos no maximo 10 candeeiros. Note que o0 numero



de candeeiros podem diminuir caso haja um cruzamento com mais
duas ruas.
c) No caso de n ruas, o numero maximo de candeeiros seria dado pela

expressao:
1 . .
T, = En(n — 1), Sendo n o numero de ruas em linhas rectas que se cruzam e

T, 0 nimero maximo de candeeiros
4- Apresentam-se nas alineas seguintes, os termos de algumas

sequéncias numéricas. Indica o termo geral para cada uma delas.

a) L. 3. > Tem comotermo gerala, =>—2
4’ 4’ 4’ 4T 9 Ny 2

b) 8;32;128;512;..Tem como termo geral b, = 22" +1
c) 3,6,10,15,..Tem como termo geral C, = %nz + ;n +1

1 15 45 1
d) —5; -3; - —14; - ... Tem como termo geral d, = —n? +§n



Enunciado do Pos-Teste

Disciplina: Matematica

Caro estudante,

Este teste tem por objectivo, verificar o nivel de raciocinio, conhecimento,
compreensao e criatividade adquiridos nas cessfes acompanhadas na
determinacao de termos gerais de sucessoes.

Nome: Data: 13 de Junho de 2023

1- Observa a seguinte sequéncia em que estado representadas as quatro

primeiras figuras formadas com fésforos:

| T .

Mantendo a regularidade na construcdo das figuras pede-se:

d) A representacdo da quinta figura.
e) Quantos fésforos tem a sexta figura?
f) Quantos fosforos tem a n-ésima figura?
2- As figuras seguintes representam 0s quatro primeiros termos de uma
sequéncia.
d) Defina um padrdo no surgimento de mais figuras

e) Esboce a sexta figura

f) Determine a sucessao por recorréncia quanto ao numero de triangulos.

3- Determine o termo geral de sucessfes, sem recorrer a formulas de PA

ou PG.
e) —Llog B g B
2 2 2

f) —9; —6; —1;6;15;26; ...
g) —1;2;7;14;23;34;5;9;13;17; ...
h) 1;4;7;10;13;16;19; ...



Guiao de Entrevista a Professores de Matematica

TEMA:

PROPOSTA DE ESTRATEGIAS PARA A OBTENGCAO DO N-ESIMO TERMO DE

SUCESSOES E A SUA REPRESENTAGCAO GRAFICA COM RECURSO A GEOGEBRA NA

112 CLASSE. UM ESTUDO DE CASO NA ESCOLA DE FORMAGAO DE PROFESSORES.
OBJECTIVO DA ENTREVISTA:

v" Analisar as perspectivas dos professores na obtencdo do termo geral de sucessfes

sem recurso a formulas e a sua representagdo grafica com recurso ao geogebra;

Entrevista semi-estruturada.

Blocos Questdes Orientadoras Objectivo
A - Breve explicacdo dos objectivos da | - Explicar os objectivos
- Legitimacédo da | entrevista para a investigagao; da entrevista;
entrevista; - Explicagdo sobre o anonimato e a | - Assegurar 0 anonimato

- Questdes de ética

confidencialidade do conteudo da

entrevista.

e a confidencialidade da

entrevista.

B - O Inicio da vida profissional; -Perceber a experiéncia
- Percurso da Vvida | -Formagdo académica; acumulada na
profissional - O tempo de leccionacdo da disciplina | leccionacao.
de Matemética no segundo ciclo.
C -0s teus alunos conseguem encontrar | -Caraterizar as

- O Ensino de Sucessodes

no segundo Ciclo;

termo geral de sucessdes sem recurso
a férmulas do termo geral?

-Alguma vez nas reunides de
coordenacdo padagodgica tratou-se de
questbes de termos (gerais de
sucessdes sem recurso a férmulas de
PA e/ou PG?

-J4 tratou do assunto com o0s teus
alunos? E a representacdo gréafica de
sucessfes tem tratado? Como?

- Os alunos apresentaram grandes
dificuldades na determinag&o do termo
geral de sucessdes que ndo sdo PA
nem PG. O que fazer, em termos de
intervencdo didactica, para minimizar

estas dificuldades?

dificuldades dos alunos
identificadas pelos
professores;

- Caraterizar a formacéo
sobre o tema;

-Perceber o ponto vista
de professores sobre a
representacdo grafica de
sucessfes

-Perceber o que pensam
os professores para que
se ultrapasse as
dificuldades

apresentadas.

D

Questdes Finais

-Questionar ao professor
no sentido de saber se
pretende acrescentar

algo.




E Muito obrigado pela vossa participacdo | Agradecer o professor
Agradecimento e | e desejo lhes sucesso na vida | pelo tempo cedido e
validacdo da entrevista profissional e que Deus os abencoe pelas informacdes

fornecidas.
Observacéo:

Algumas questfes a efectuar, podera depender do entrevistado, visto que cada percurso de

vida é singular e muito particular




ANEXOS



Anexo I: Programa de Matemética da 11.2 Classe da Escola de Formacgéo
de Professores do | Ciclo

INTRODUGCAO GERAL DA DISCIPLINA
A disciplina de matematica como ciéncia do desenvolvimento do pensamento,
contribui de forma activa para alcancar os objectivos da formac&o das jovens
geracoes.

Numa perspectiva global do contexto actual angolano, o professor do
primeiro ciclo deve possuir conhecimentos técnicos cientificos e metodolégicos
de forma a desenvolver o pensamento racional, indutivo e dedutivo.

A eficacia na realizacdo de calculos e perseveranca nos procedimentos
a seguir para a sua execucdo, bem como o poder de racionalizar sao
capacidades que o professor deve possuir para promover nos alunos a
necessidade de desenvolver uma sociedade progressiva.

O programa da disciplina consta de contetdos tematicos a nivel de uma
preparacdo efectiva e solida a fim de proporcionar aos formandos
conhecimentos que lhes permita transmitir adequadamente aos alunos.

Assim constam deste programa os conteudos em unidades e
subunidades seguidos dos objectivos gerais e especificos, permitindo ao
professor uma visao clara das suas aulas.

As sugestdes metodoldgicas, surgem como auxilio de algumas situacdes
ou duvidas que possam ocorrer durante a planificacao.

A Dbibliografia presente estabelecera um relacionamento de
conhecimentos sobre um determinado tema, tratados por diversos autores.

OBJECTIVOS GERAIS DA DISCIPLINA

Objectivos gerais da Matematica na formacao de professores do 1° ciclo

O ensino da matematica devera desenvolver nos alunos a capacidade
de:

e Traduzir a linguagem comum em linguagem algébrica, para

comunicar ideias.

e Resolver problemas mateméticos e da vida pratica.

e Desenvolver e aprofundar conhecimentos cientificos.

e Resolver problemas, que desenvolvam as capacidades de analise e

sintese.



e Desenvolver habitos de pesquisa, organizacdo e validacdo de

resultados.

e Reconhecer a mateméatica como actividade humana permanente.

e Promover a aquisicdo de matérias que permitam dominar duma

forma abrangente o conhecimento da matematica a ensinar.

OBJECTIVOS ESPECIFICOS DA 112 CLASSE

Definir o conceito de nimero complexo

Representar o numero complexo em forma binébmica
Representar geometricamente um nimero complexo
Calcular com os numeros complexos

Representar trigopnometricamente um numero complexo
Definir o conceito fungéo no conjunto dos nimeros reais
Calcular a partir do conceito de fungdo numérica
Identificar o simbolo de somatoria

Identificar formulas de arranjos, permutacdes e combinacdes
Calcular com os arranjos, permutacdes e combinacfes
Identificar as sucessdes numeéricas

Calcular progressofes aritméticas e geométricas
Identificar as propriedades das funcdes

Representar graficamente fungdes

Definir o conceito de funcdo num ponto

Definir o conceito de funcéo continua

ESQUEMA PROGRAMATICO

(112 CLASSE)

UNIDADE 1: NUMEROS COMPLEXOS

1.1- Numeros Complexos

1.1.1- Representagdo Binomica (Introdugdo aos numeros
Complexos)

1.1.2- NuUumeros Complexos Conjugados. Médulo de um namero
Complexo

1.1.3- Forma trigonométrica de um numero Complexo

1.1.4- Poténcia e raizes dos numeros Complexos

1.1.5- Polinébmios e equacdes



UNIDADE 2: FUNCOES REAIS DE VARIAVEIS REAL

2.1-

2.2-
2.3-
2.4-
2.5-

Conceito

de funcdo (aplicacdo, correspondéncia,

transformacao)

Dominio de existéncia de uma expressao

Conceito

de funcao real de variaveis real

Operacdes com fungdes reais de variaveis real

Funcdes

de”:
2.5.1-
2.5.2-
2.5.3-
2.5.4-
2.5.5-

“‘dominio, contradominio, zeros, inversa e o gréafico

Funcdes Potenciais

Funcgdes Polinomiais

Funcdes Racionais e Irracionais
Funcdes Exponenciais e Logaritmicas

FuncdesTrigonomeétricas

UNIDADE 3: CALCULO COMBINATORIO

3.1-
3.2-
3.3-

Somatéria. Exemplos e Aplicacdes

Factorial

de um numero, arranjos e combinagdes

Bindmio de Newton

3.3.1- Coeficientes binomiais, tridangulo de Pascal. Férmula do

4.1-
4.2-

4.3-

4.4-

5.1-

5.2-

5.3-
5.4-

termo geral
UNIDADE 4: SUCESSOES. APLICACOES DENEMR

Definicdo de uma sucesséo. Tema de uma sucessao

Sucessdes Numéricas como caso particular de Funcéo

4.2.1-
4.2.2-

Sucessao Recorrente

Sucessdes Mondtonas e finitas

Progresséo Aritmética

Progressdo Geométrica
UNIDADE 5: LIMITE DE SUCESSOES.

Definicao de limite de uma sucesséao

5.1.1-

Unicidade de limite de uma sucessao. Teoremas

sobre limites

Sucessodes convergentes e sucessoes divergentes

Sucessoes limitadas

Operagdes com limite



5.5- Conceito de limite de uma fungdo num ponto. Interpretacao
geomeétrica
5.5.1- Unicidade de limite de uma funcdo num ponto
5.5.2- Operacgdes com limites
5.5.3- Limites Notaveis
5.6- Funcgdes continuas
5.7- Limites infinitos
SUGESTOES METODOLOGICAS
112 CLASSE

Unidade NUmeros complexos

O essencial nesta unidade é que os alunos compreendam o conceito de
namero complexo, como necessidade de um novo tipo de niumero.

Representar geometricamente os numeros complexos e calcular com
estes numeros, dentro das operacgdes ja conhecidas.

Funcdes de variaveis Reais. Definir o conceito de funcéo, de variaveis
reais e determinar os seus graficos. O estudo das func¢des inclui também o
estudo das propriedades como: Dominio, imagem, zeros, monotonia, inversa e
tracado do gréfico.

Sucessdes elementares. Fundamental neste capitulo € conhecer o
desenvolvimento do binbmio de Newton, quer pela sua forma geral como dos
casos patrticulares.

Nas sucessdes deve-se diferenciar os tipos e desenvolver a sua
aplicacdo a problemas da vida pratica. Desenvolvem-se habilidades de calculo
com numeros Racionais e Reais.

Introduz-se o conceito de limite de uma funcdo num ponto e desenvolver
procedimentos para o calculo de limites e de funcbes elementares.

Demonstram-se e fundamentam-se os limites de funcdes e de sucessoes.



Anexo Il: A Torre de Han6i com 5 Discos

Objectivo do jogo:

v Mudar a pilha de discos para uma outra haste mantendo a

mesma ordem.
Regras do Jogo:
Para concretizar o objectivo ha duas principais regras e obrigatérias:

v" S6 mudar um disco de cada vez (chama-se passagem a mudanca
de um disco de um poste para outro);
v" N&o se pode colocar um disco de diametro maior por cima de um

de diametro menor.

Observacdo: Para uma quantidade de n discos, teria no minimo 2" —1

passagens permitidas para a mudanca total de pilhas para uma outra haste.



